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Zusammenfassung

Wir zeigen, dafl der bekannte Nullstellensatz fiir polynomiale Splines von Jetter/Lo-
rentz/Riemenschneider [6], also Z(s, (zp,7,)) < 0 — L(®) — 2 fiir ein Trégerintervall
[z, 4], auch in verallgemeinerten Splinerdumen gilt, wenn man fiir singuldre Punk-
te eine geeignete Definition mit Hilfe von ECT-Ableitungen trifft. Daraus leiten wir
hinreichende Bedingungen dafiir her, daf§ alle Elemente eines Splineraumes in einem
Triagerintervall [x,, z,] hochstens Z?:_; d; — >, i — 1 Nullstellen haben. In diesen
Réumen ist eindeutige Hermite-Interpolation moglich, wenn die Interpolationsknoten
eine Mischbedingung erfiillen. Wir konstruieren lokale Basen mit Hilfe linearer Glei-
chungssysteme, die aus geeigneten Interpolationsaufgaben entstehen. Dabei kénnen wir
die auf Integral = 1 normierten B—Splines ohne erhéhten Rechenaufwand konstruieren,
wahrend fiir die auf Teilung der Eins normierten Splines ein weiteres Gleichungssystem
gelost werden mufl. Anschliefend betrachten wir rationale Splines mit in jedem Kno-
tenintervall individuell vorgegebenen Polstellen. Fiir spezielle Wahl der Pole kénnen
wir zeigen, dafl rationale Splines gegen polynomiale Splines konvergieren und damit
letztere um zwei Ordnungen glétten.

Schlagworter: verallgemeinerte Splines, lokale Basen, vorgegebene Polstellen

Abstract

We prove that the well known theorem for polynomial splines by Jetter/Lorentz/Rie-
menschneider [6], Z(s, (z,,2,)) < 0 — L(®) — 2 for a support interval [z,, z,], is valid
in generalized spline spaces if we adopt a suitable definition of singular points by using
ECT-derivations. Using this, we find sufficient conditions under which all elements of a
spline space have at most Z?;; di—>_7_, ni—1zeros in a support interval [z, z,]. These
spaces allow unique Hermite interpolation, providing the interpolation points satisfy
an interlacing property. We construct local bases by using systems of linear equations
resulting from certain interpolation problems. By doing this, we can construct B—splines
normed by integral = 1 at no additional cost, while for splines forming a partition of
unity we need to solve an additional system of linear equations. We then consider
rational splines with prescribed poles given individually in every interval. For a special
choice of poles we can show that rational splines converge to polynomial splines and
thereby smooth the latter by the order of two.

Keywords: generalized splines, local bases, prescribed poles
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Einleitung

Eine einfache Methode zur Approximation von Funktionen durch solche aus einem end-
lichdimensionalen Raum ist die Interpolation. In Polynomrdumen oder allgemeiner in
erweiterten vollstandigen Cebysev-Raumen (ECT-Réumen) ist bekanntlich eindeuti-
ge Hermite—Interpolation moglich, wenn die Anzahl der Interpolationspunkte mit der
Dimension des Raumes iibereinstimmt. Elemente aus einem ECT-Raum U sind da-
mit jedoch durch die Vorgabe weniger Punkte eindeutig bestimmt und eignen sich
bekanntermaflen nicht zur Approximation von Funktionen auf einem grofien Intervall.
Deshalb zerteilt man das Intervall [a, b], auf dem die Funktionen aus U definiert sind,
in mehrere kleine und betrachtet Funktionen, die stiickweise aus Elementen von U
zusammengesetzt sind, wobei an den Nahtstellen Glattheitsbedingungen erfiillt sein
sollen. Die so entstehenden Funktionenrdume nennt man Polynomsplinerdume oder
allgemein Cebysev-Splinerdume und ihre Elemente Splines. Insbesondere polynomiale
Splines haben wie Polynome den Vorzug grofler Einfachheit, sind aber im Gegensatz
zu diesen auch global sehr flexibel.

Die polynomiale Theorie ist weit entwickelt, ein Standardwerk ist Schumaker [12]. Viele
Ergebnisse konnten auf Cebysev-Splineriume iibertragen werden, zum Beispiel fand
Lyche [8] eine Rekursionsformel fiir B-Splines, die allerdings keinen Hinweis darauf
liefert, wie man in den Féllen, in denen das moglich ist, die B-Splines so normiert, dafl
sie eine lokale Zerlegung der Eins bilden.

Eine mogliche Wahl eines ECT-Raums ist ein Cauchy—Vandermonde-Raum (CV—
Raum)

1 1 1 1
U=span{1l,z,...,a" ", R, . R, )
z— Py (.T_PQ)TQ r— P, (I—Pm)“"

Einen Cebysev-Splineraum V', der stiickweise aus Funktionen aus U besteht, nennen
wir Cauchy-Vandermonde-Splineraum. Gresbrand [4], [5] ist es gelungen, eine Rekur-
sionsformel fiir die auf Teilung der Eins normierten B-Splines aus V' anzugeben. Die
Rekursion stimmt fiir den Fall, daf§ alle Polstellen bei unendlich liegen, mit der poly-
nomialen von de Boor iiberein.

Ein Nachteil von Cebysev-Splinerdumen ist, daB sie nur aus einem ECT-Raum konstru-
iert werden und sich so zum Beispiel im Fall von Cauchy—Vandermonde—Splinerdumen
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8 Einleitung

ergibt, daf simtliche Polstellen auflerhalb von [a, b] liegen miissen. Deshalb unterschei-
den sich die Gresbrandschen B-Splines nur in einer kleinen Umgebung der Randpunkte
wesentlich von den polynomialen.

Wir setzen an diesem Punkt an: Um mehr Flexibilitdt bei der Wahl der Polstellen zu
gewinnen und insbesondere die Moglichkeit zu haben, sie in das Innere des Intervalls
[a,b] zu legen, untersuchen wir Cauchy—Vandermonde—Splinerdume, die aus verschie-
denen CV-Raumen zusammengesetzt sind. Dazu verallgemeinern wir den Begriff des
Splineraums, indem wir — anders als bei Cebysev—Splinerdumen — nicht mehr fordern,
dafl die definierenden ECT-R&ume identisch sind, und diese dann insbesondere auch
verschiedene Dimension haben kénnen. Unser Ziel ist es, eine Theorie zu entwickeln,
die es gestattet, in einer groflen Klasse verallgemeinerter Splineriume lokale Basen zu
konstruieren. Da es im allgemeinen keine Rekursionsformeln fiir B-Splines geben kann,
berechnen wir sie mit Hilfe linearer Gleichungssysteme, die durch die Formulierung
geeigneter Interpolationsprobleme entstehen.

Verallgemeinerte Splinerdume wurden bisher wenig untersucht. Die umfangreichste uns
bekannte Arbeit ist die Dissertation von Freyburger [2]. Er verwendet die Resultate von
Niirnberger, Schumaker, Sommer, Strauf8 [9], [10], [11] und entwickelt einen Remez—
Algorithmus zur Approximation mit verallgemeinerten Splines. In jener Arbeit wird
auch ein Nullstellensatz bewiesen, indem die Methoden von Schumaker [12] p. 155 ff
auf den allgemeinen Fall iibertragen werden. Wir gehen hier einen anderen Weg und
finden eine obere Schranke fiir die Anzahl der Nullstellen eines Splines, die im Fall von
Polynomsplines der von Jetter/Lorentz/Riemenschneider [6] entspricht. Mit Hilfe die-
ser Abschétzung zeigen wir, daB die Ubereinstimmung der Vorzeichen der relevanten
ECT-Ableitungen in den Knoten eine hinreichende (aber keine notwendige) Bedingung
dafiir ist, daB ein solcher Raum schwach Cebysev ist. In diesen Rédumen ist Hermite—
Interpolation genau dann eindeutig moglich, wenn die Interpolationsknoten richtig auf
die Intervalle verteilt sind (Mischbedingung). Rdume die eindeutige Interpolation zulas-
sen, nennen wir I[P-Rdume. Der Interpolationssatz garantiert, dal die zur Berechnung
von B-Splines definierten Gleichungssysteme in [P-Rdumen eindeutig l6sbar sind. Es
gelingt uns, sowohl auf Integral = 1 als auch auf lokale Zerlegung der Eins normier-
te Splines zu berechnen, letzteres natiirlich nur in Splinerdumen, deren definierende
ECT-Raume die konstanten Funktionen enthalten.

Betrachten wir speziell verallgemeinerte Cauchy—Vandermonde—Splinerdume, so sehen
wir, dafl sich die B-Splines wesentlich von den polynomialen unterscheiden und je
nach Wahl der Lage der Polstellen verschiedene Effekte eintreten. Wir untersuchen
insbesondere Rdume, deren definierende CV-Réaume zwei einfache Polstellen haben,
von denen je eine links und rechts der Knoten liegt. L&t man die Polstellen auf die
Intervallenden zustreben, so konvergieren die B-Splines der Dimension d gegen einen
polynomialen B—-Splines vom Grad d — 3. Dies gibt uns insbesondere im Fall d = 4 eine
einfache Moglichkeit, zweimal stetig differenzierbare ,,Ecken“ zu modellieren.
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An dieser Stelle sei ein kurzer Uberblick iiber den Aufbau der Arbeit gegeben:

In Kapitel 1 fithren wir Cebysev-Systeme und insbesondere ECT-Systeme ein. Neben
der Vereinbarung von Notationen liegt unser Hauptaugenmerk auf der Betrachtung
von ECT-Ableitungen, die hier die Rolle der gewohnlichen Ableitungen iibernehmen
und spéter erfolgreich zum Zahlen der Nullstellen eines Splines verwendet werden.
Anschlielend berechnen wir die Normalformen einiger Cauchy—Vandermonde—Systeme,
die wir in Kapitel 3 zur Bestimmung des asymptotischen Verhaltens der Koeffizienten
rationaler Splines benotigen.

Im zweiten Kapitel wird die Theorie allgemeiner Splinerdume entwickelt. Zunéchst
bestimmen wir die Dimension von Splinerdumen und betrachten verschiedenartige Ba-
sen. Anschliefend werden die erwahnten Nullstellen— und Interpolationssiatze bewiesen
und lokale Basen konstruiert. Letzteres zunéchst in Rdumen gleicher Dimension und
maximaler Glattheit und anschliefend in beliebigen ITP-R&umen.

Im letzten Kapitel untersuchen wir Cauchy-Vandermonde-Splines. Wir gehen kurz auf
Gresbrandsche B—Splines ein, betrachten verschiedene Beispiele und beweisen oben
angesprochenen Konvergenzsatz, der anschliefend noch verallgemeinert wird.

Zum Gelingen dieser Dissertation haben viele Personen beigetragen. Mein erster Dank
gilt Herrn Prof. Dr. G. Miihlbach, der mein Interesse an diesem Teilgebiet der Ma-
thematik weckte und mir wéhrend der Erstellung der Arbeit mit vielen Anregungen,
Hinweisen und grofier Geduld zur Seite stand. Herrn Prof. Dr. K. Schnoege danke ich
fiir die Ubernahme des Korreferats.

Weiterhin danke ich Herrn Prof. Dr. L. Baringhaus fiir einen wertvollen Hinweis und
meinen Freunden und Kollegen Dr. Christian Alpert, Dr. Boris Buchmann, Dr. Anke
Reimers und Dipl. Math. Matthias Teltscher fiir die vielen anregenden Diskussionen,
ihre Hilfen beim Korrekturlesen und nicht zuletzt fiir die angenehme Arbeitsatmo-
sphére.

Ich danke all meinen Freunden insbesondere Detlef Ackermann, Nuria Merayo und
Dr. Holger Trobs dafiir, dafl unsere Freundschaft auch das vergangene Jahr iiberdauert
hat.

Mein besonderer Dank gilt meiner Freundin Patricia Hiibner, die durch ihr Verstédndnis,
ihre unendliche Geduld und durch das wiederholte Lesen des fiir sie unversténdlichen
Textes einen groflen Anteil an der Fertigstellung der Arbeit hat.



Kapitel 1

ECT-Systeme

Ein Splineraum S ist ein Raum aus auf einem Intervall [a,b] definierten Funktionen
(Splines), die stiickweise aus Funktionen bestehen, die auf Teilintervallen von [a, b] defi-
niert sind, wobei an den Verheftungspunkten gewisse Glattheitsbedingungen erfiillt sein
sollen (siehe Kapitel 2.1). Damit es aber iiberhaupt eine reichhaltige Anzahl von Splines
in S gibt, mufl man fordern, daf§ in den zugrundeliegenden Funktionenrdumen Inter-
polation méglich ist. (Hat man etwa auf dem Intervall [0, 7] den Raum span{sinz, x},
auf dem Intervall [, 4] den Raum span{(z — 7), (x — m)?}, und fordert man fiir einen
»Spline“ s : [0,4] — R Stetigkeit, so ist die Identitéit als Element des ersten Raumes
gewissermaflen iiberfliissig. Auch, daf jeder Spline an der Stelle 7 den Funktionswert
0 hat, ist keine wiinschenswerte Eigenschaft. Deshalb hat es wenig Sinn, solche Radume
zu betrachten.)

Im ersten Abschnitt werden wir Cebysev—Réume einfithren, die als Verallgemeinerung
von Polynomraumen zur Konstruktion von Splinerdumen geeignet sind.

Kapitel 1.2 hat eher Hilfscharakter: Wir berechnen die Gewichtsfunktionen und Nor-
malformen einiger Cauchy—Vandermonde—-Systeme. Diese expliziten Darstellungen wer-
den fiir die Untersuchung des asymptotischen Verhaltens der Koeffizienten von spezi-
ellen Cauchy—Vandermonde-Splines in den Kapiteln 3.2 und 7?7 benétigt.

1.1 Cebysev—Systeme

Erweiterte vollstindige Cebysev-Réume besitzen gerade die Interpolationseigenschaf-
ten, die die aus ihnen konstruierten Splinerdume zu interessanten Objekten machen.
Wir werden sie in diesem Abschnitt kurz einfithren und ein wichtiges Lemma iiber
Nullstellen in ECT-R&umen beweisen.

Sei [a,b] C R ein kompaktes Intervall. Ein n—dimensionaler Teilraum U von Cfa, b]
heift Cebysev—Raum, falls er eindeutige Lagrange—Interpolation zulift, das heifit, fiir
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1.1 Cebysev-Systeme 11

jede Knotenfolge a < 7 < --- < 7, < b und alle ay,...,qa, € R gibt es genau ein
u € U mit

u(r) = .

Aquivalent dazu ist offenbar, daB fiir jede Basis {uy, ..., u,} von U gilt
i=1,....,n
det (ui(/rj))jzl,...,n 7é 0. (11)

Da Determinanten stetige Funktionen ihrer Eintriage sind, ist obige Determinante von
einerlei Vorzeichen. Ist dies positiv, so heift {uy,...u,} Cebysev-System oder T-
System. Ist eine Basis {uy,...,u,} von U gegeben, so ist fiir geeignetes ¢; € {—1,1}
die Basis {euq, ug, ..., u,} ein T-System.

Gibt es in U eine geordnete Basis [uq, ..., u,], so dafBl fiir alle ¢ = 1,...,n die Men-
ge {uy,...,u;} ein Cebysev-System ist, so heiBt U wvollstindiger Cebysev—Raum und
[uy, ..., uy] vollstindiges Cebysev-System bzw. CT-System.

Da wir fiir unsere Splines meist nicht nur Stetigkeit, sondern hohere Glattheit fordern,
benotigen wir Rdume, in denen Hermite-Interpolation moglich ist.

Sei U ein n-dimensionaler Teilraum des C™ [a, b]. U heiBt erweiterter Cebysev-Raum
oder ET-Raum der Ordnung m, falls fiir jede schwach wachsende Folge von Interpola-
tionsknoten a < 7 <7y < --- <7, <D, in der jeder Knoten hichstens m mal auftritt,
das Hermite—Interpolationsproblem

DViU(Ti):Oéi, izl,...,n, ViZ:#{Tj|Tj:Ti,j:1,...,i—1}

eindeutig losbar ist. D bezeichnet den Differentialoperator d%. In Analogie zu oben
nennen wir eine Basis {u1, ..., u,} von U erweitertes Cebysev-System oder ET-System,
wenn gilt
. i=1,...,n

det (Dyjui(Tj))j:I,...,n > 0. (12)
Da die obige Determinante wiederum fiir jede Basis {u1, ..., u,} von U und jede zuléssi-
ge Wahl der Interpolationsknoten 7; von einerlei Vorzeichen ist, kann man durch geeig-
nete Wahl von ¢, € {—1,1} aus {uy,...,u,} ein ET-System {ejuy, us,...,u,} gewin-
nen.

Ein n-dimensionaler Teilraum U des C"[a, b] heiBt vollstindiger erweiterter Cebysev—
Raum (ECT-Raum), falls es eine geordnete Basis [ug,...,u,] von U gibt, so daB
{ug,...,u} fir alle 1 < k < n ein ET-System der Ordnung k ist. Wir nennen
[uy, ..., u,] erweitertes vollstindiges Cebysev-System oder kurz ECT-System.

Beispiele. (i) Der Prototyp fiir alle vier oben definierten Systeme ist

[1,z,2% ... 2" 2 2™ 1.



12 Kapitel 1 ECT-Systeme

Die auftretenden Determinanten sind in diesem Fall die gewo6hnliche Vandermonde-
sche Determinante und die gewohnliche konfluente Vandermondesche Determinante,
die bekanntermaflen einen positiven Wert haben, ndmlich im Fall einfacher Knoten

i=1,...,n
det (ui(rj))jzlmn = H (1 — 1),
und im Fall mehrfacher Knoten

det (D”Juz(Tj));jZ = H (27— 2z)"" H(Vj D,

1<i<j< j=1
wobei {z1,...,2} :={m,..., 7.} und r; die Vielfachheit von z; in (7y,...,7,) ist.
(ii) Seien [a,b] ein Intervall und P,..., P, € R\|a,b] paarweise verschieden. Dann
heifit
[ug, g, ..., uy| =
L, et ! ! !

B Py r Py w o By |

ein Cauchy—Vandermonde—System oder kurz C'V-System. Sei

(P1yeoypn) = (00, ..., 00, Py ooy Py Py Py

~"~ ~~
T1 T2 ™m

Wir schreiben fiir x € R

[ —

r  sonst

{1 falls x = 0 oder z = 0

Seien a < 71 < --- <7, <bund v; wieder die Anzahl der Vorgédnger von 7;, die mit 7;
identisch sind. Dann gilt fiir 1 < p < n die folgende Formel (Gasca/Martinez/Miihlbach
[3] p.301)

p p
IT (e —7)" 11 (o —p3)°
p k.j=1 k.j=1
» i=1,..., k>j k>j
det (D"u;(1)) _, " = [T =* - (#0), (1.3)
k=1 IT (7 —py)* II (o —75)
k,j=1 k,j=1
k>j kE>j

die offenbar eine Verallgemeinerung der beiden obigen Formeln ist.

Nach eventueller Multiplikation eines Elementes mit —1 ist also [ug,. .., u,;,] ein ET-
System. Somit ist mit geeigneten ¢; € {—1,1} das Cauchy—Vandermonde-System
[e1u1, E2us, . . ., Equy] ein ECT—System. Mit diesen Systemen, die gerade die Bausteine
rationaler Splinerdume mit vorgegebenen Polstellen sind, werden wir uns im zweiten
Teil dieses Kapitels beschéftigen.
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Bemerkung. In Anlehnung an die bei Polynomen iibliche Terminologie nennen wir
auch im allgemeinen Fall die Determinanten aus (1.1) und (1.2) Vandermondedetermi-
nanten.

Es gilt die folgende Charakterisierung von ECT-Systemen durch die Wronskidetermi-
nanten der Teilsysteme:

Satz 1.1. Seien uy,...,u, € C" [a,b]. Dann ist [uy, ..., u,] ein ECT-System gdw.
fir alle 1 < j < n und alle x € [a,b] gilt

Wiug,...,uj)(x) = det (Diuk(x));o ..... >0
Beweis. Karlin/Studden [7], p. 376 . O
Seien fiir 1 = 1,...,n positive Funktionen w; € C" [a, b] gegeben. Dann geniigen die

Funktionen

u(z) =wy(x)

ug(z) = wy(x) /: ws(s2) dss

(1.4)
@ $2 Sn—1
un () = wy(x) /a wg(SQ)/a . /a Wy (8p) dsy, -+ - dsy
offensichtlich den Anfangsbedingungen
D’ui(a) =0 fir i=2,...,n,j=0,...,i—2. (1.5)

Es gilt der folgende

Satz 1.2. Seien uy,...,u, € C" Ya,b], so daf D'u;(a) = 0 firi = 2,...,n und
j=0,...,i—2. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das System [uy,. .., uy] besitzt eine Integraldarstellung (1.4).

(i1) [ui,...,uy] ist ein ECT-System auf |a,b].

Beweis. Karlin/Studden [7], p. 379f . O
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Hat ein ECT-System [y, ..., U,] nicht die Form (1.4), so kénnen wir aus ihm immer
ein solches konstruieren, das denselben Raum aufspannt. Wir berechnen die Gewichts-
funktionen

w1 = Uy
W (i
wy = (1?;“2) (1.6)
Uy
o — Wy, ..., a—2)W(ty,...,u) 3 .
g (W(ty, ..., ux—1))> ’ o
Fiir das daraus gewonnene System [u1, ..., u,] gilt
spanf{uy, ..., ur} = span{ty,...,ux}t, k=1,...,n.

Es heifit ECT-System in Normaldarstellung oder in (Links-)Normalform. Aufler in kon-
kreten Beispielen werden wir in Zukunft immer davon ausgehen, dafl ein ECT-System
in Normalform vorliegt. Dies hat hauptsédchlich den folgenden Grund: Viele Eigen-
schaften von Polynomen und Polynomsplines beweist man mit Hilfe ihrer Ableitungen.
Die gewohnlichen Ableitungen sind allerdings kaum ein geeignetes Werkzeug bei der
Betrachtung von ECT-Rdumen und spéter verallgemeinerten Splinerdumen, denn die
Ableitung einer Funktion aus einem ECT-Raum ist ihrerseits nicht notwendigerweise
wieder ein Element dieses oder eines anderen ECT-Raumes. Deshalb ersetzen wir die
gewohnlichen Ableitungen durch Differentialoperatoren, die eng mit ihnen verwandt
sind, die eben erwidhnten Nachteile aber nicht haben. Fiir deren Definition bendétigt
man die Gewichtsfunktionen wy, ..., w,, also ein ECT-System in Normaldarstellung.

Analog zur obigen Normalform eines ECT-Systems, bei dem die Elemente des Systems
im Punkt a den Anfangsbedingungen (1.5) geniigen, kénnen wir auch ein entsprechen-
des Normalsystem konstruieren, fiir deren Elemente dies im Punkt b gilt, indem wir bei
der Integration der Gewichtsfunktionen als obere Grenze jeweils b wahlen. Ein solches
System nennen wir Rechtsnormalsystem.

Sei u € span{uy, ..., u,}. Sei

Dou=u und Diu:D(ﬂ), 1=1,...,n.
Wy
Wir definieren
Li:DiDifl"'Do, 2:0,,n

Fiir u € span{uy, . .., u, } nennen wir die Funktion L/u die ECT-Ableitung der Ordnung
jvonu (j=0,...,n).

Bemerkung. Wir werden spéter auch Systeme [uy, . .., u,] betrachten, die selbst keine
ECT-Systeme sind, fiir die aber [eyuy,...,e,u,] mit geeigneten ¢; € {—1,1} ein sol-
ches ist (s.o.: Cauchy—Vandermonde-Systeme). Trotzdem werden wir auch [uy, . .., u,]
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ECT-System nennen, zumal, wenn sich die Bestimmung der ¢; als schwierig und nicht
notig herausstellt. Um gegebenenfalls den Unterschied deutlich zu machen, sprechen
wir dann von [ejuy, ..., ,u,] als einem ECTT—System. Bei theoretischen Betrachtun-
gen ist aber mit ECT-System immer ein ,richtiges” gemeint. (Die Forderung, daf die
entsprechenden Vandermondedeterminanten nicht nur von Null verschieden sondern
grofler als Null sind, die im Fall von T—, CT— und ET-Systemen eigentlich belanglos
ist, ist hier dann von Bedeutung, wenn man aus einem ECT-System ein ECT-System
in Normalform konstruieren méchte.)

Wie schon oben angesprochen, ist eine wichtige Eigenschaft von Polynomen, dafl ihre
Ableitungen wiederum Polynome (niedrigerer Ordnung) sind. Ahnliches gilt auch fiir
die ECT—Ableitungen von Funktionen aus einem ECT-System. Fiir j =1,...,n — 1
sel

uj1 () =wj41()

T
ujo(r) =w;ji1(z) / Wjta(Sjr2) dsji
a

T Sj+2 Sn—1
Ujm—j () :wj+1(33)/ wj+2(3j+2)/ / Wn(sn) dsn -+ - dsjya.
a a

a

Dann ist [u;1,...,u;j,—;] wieder ein ECT-System, es heifit j-tes reduziertes System,
und es gilt
, u;—:  fir i=4541,...,n
Liu; = S (1.7)
0 fir i=1,...,J
Die j-te ECT-Ableitung eines Elementes u € span{us, ..., u,} ist also wiederum ein

Element eines ECT-Raumes, ndmlich des vom j—ten reduzierten System aufgespannten
Raumes.

Das folgende Lemma ist fiir das Weitere von grofler Bedeutung. Es besagt, dafl man
fiir das Zahlen von Nullstellen (mit Vielfachheiten) statt wie iiblich die gewohnlichen
Ableitungen auch die ECT—Ableitungen verwenden kann.

Lemma 1.3. Seien [ug,...,u,] ein ECT-System in Normalform mit Gewichtsfunktio-
nen wy, . .., w, und Differentialoperatoren L', ... L". Seien U = span{uy, ..., u,} und
u € U. Dann gilt:

(i) u(@)=Dw(§)=--=DuE)=0 <= u(§)=Lwul)="=Lul§)=0.

(i1) Ist & eine —fache Nullstelle von u, dann gibt es eine (in den Randpunkten ein-
seitige) Umgebung von €, in der L'u und D'u dasselbe Vorzeichen haben.
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(11i) & ist eine [-fache Nullstelle von u gdw.

u(€) = L'u(§) = --- = L 'u(€) = 0 # LHu(€).

Beweis. Mit Hilfe der Leibniz—Formel fiir Ableitungen von Produkten erhélt man fiir
j=1,...,n (siche Schumaker [12] p. 365)

Liu(z) = — 2@) + 3 asa(0) Diue), (1.8)

wi(x) - - w; ()

mit stetigen Funktionen a;;, deren explizite Gestalt uns hier nicht interessiert. Damit ist
die Aussage ,,—“ in (i) trivial. Die andere Richtung zeigt man leicht durch Induktion.

Mit (1.8) folgt L'u(&) = a-D'u(€) mit @ > 0. Da die Funktion x +—— > a;;(x) D'u(x)
stetig ist und bei € verschwindet, erhalten wir (ii). Die letzte Aussage folgt unmittelbar
aus den beiden ersten. O

Ein n-dimensionaler Teilraum U C Cla, b] heiit schwacher Cebysev-Raum, falls es eine
Basis {u1,...,u,} von U gibt, so da8 fiir jede stark wachsende Knotenfolge a < 7 <
< T, < bogilt

Es gilt der folgende
Satz 1.4. Fir einen n—dimensionalen Unterraum U C Cla,b] sind die folgenden Aus-
sagen dquivalent:
(i) U ist ein schwacher Cebysev-Raum.
(ii) Jede Funktion aus U besitzt hichstens n — 1 Vorzeichenwechsel.

(i1i) Fir alle m = 1,...,n und alle Punkte a = 19 < --- < 7, = b existiert eine
nichttriviale Funktion w € U mit

Beweis. DeVore/Lorentz [1] p. 92. O
Beispiele. (i) Polynomiale Splinerdume.

(ii) Splinerdume, bei denen die Ableitungen der Gewichtsfunktionen der zugrunde-
liegenden ECT-Systeme bestimmte Vorzeichenbedingungen erfiillen (sieche Satz
2.9).
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1.2 Normaldarstellungen einiger CV—-Systeme

Wir betrachten das CV-System (zu den Bezeichnungen siche Seite 12)

(U1, V2, ..., 0,] =
1 1 1 1
B UGBy T By U B

r1—1

lLx,...,x

Es ist ein ECT-System, das weder positiv noch in Normalform ist. In Kapitel 3.2
benotigen wir explizite Darstellungen von Normalformen einiger CV-Systeme mit zwei
Polstellen, deshalb werden wir uns hier auf solche Systeme beschrédnken. Die Bestim-
mung des Normalsystems ist natiirlich fiir beliebige CV-Systeme moglich, i.a. ist aber
schon die Berechnung der Gewichtsfunktionen sehr aufwendig. Wir betrachten also
Systeme der Form

1 1 }

I =[vy,..., v, = [1,3:,...,3:”_3, ,
T —pP2 T—Ps3

P2 # D3

und

n—3 1 1 ]

2= 1,0 = [1 .
[v1, s Un—1, Un) » s & ’x—p27(x—p2)2

Es ist klar, daB u;(z) = (x —a)’™' , j =1,...,n — 2, die ersten n — 2 Elemente der
zugehorigen Normalsysteme sind.

Der kanonische Weg zur Bestimmung von Normalformen besteht nach dem vorherigen
Abschnitt darin, zunichst das assoziierte ECTT—System zu berechnen, mit dessen Hil-
fe die Gewichtsfunktionen durch die Wronskideterminanten (1.6) zu bestimmen, um
schlieflich die Integrale (1.4) auszurechnen. Da wir aber an einer expliziten Darstel-
lung der ECT*-Systeme nicht interessiert sind, kénnen wir fiir die Berechnung der
Gewichtsfunktionen mit Hilfe der Determinanten in (1.6) auch die CV-Systeme I'!
und I'? heranziehen, wir miissen die Ergebnisse gegebenenfalls nur noch mit —1 multi-
plizieren.

Wir fiihren folgende Schreibweise ein

k

k!!::H(i!).

Vermoge Formel (1.3) gilt

(n—2)1
(z = pa)(p2 — )%

Wi(vy,...,vp-1)(x) =
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woraus wir mit (1.6) erhalten

(n—4) N (n—-2)N
(x — po)n~t(n —3) !

W(Ul, . 7Un_3)($)W(U1, B 7Un—l)<x> _
(W (v1,y ..., 0n2)(x))?

Wy—1(x) =

n— 2

- ’33 _p2|n71'

Im Fall, daf} die Polstellen ps und p3 verschieden sind, erhalten wir
(n—1) ! (ps — pa)
(# = p2)?*(z — ps)(p2 — 2)"2(ps — )"~V
und damit berechnen wir wie oben
wo(z) = (n—1)|ps —pal - |2 — py
Ip3 — z|"

W(v,...,v)(x) =

’n72

Sind die Polstellen gleich, gilt
(n—1)N
T Pl — 7S

W(vy, ..., Un1,0)(x) = (

also

n—1

Wwy(r) = ——m.
() e
Lemma 1.5. Die Polstellen seien verschieden und je eine liege rechts von b bzw. links
von a. Wir vereinbaren py < a und ps > b. Dann ist das zu I'* assoziierte System in

Normaldarstellung

4 R (x —a)"™ (z —a)" ' (ps — p2)
R A 2 7 (o= = ) - 7]
=:p"(z) =:p5 ()

Beweis. Bekanntermaflen ist fiir n # 1

1 —1
/ G T D T

Daraus erhalten wir unmittelbar die Aussage fiir p3. Die Behauptung gelte fiir p} '
Dann folgt mit obigem

x S2 Sn—3 Sn—2 n — 2
= 1 e n_3 dsn_...ds
L[ s et
1 1
(n— — dSy_9---ds
/ / / ( (@—pa)"2  (Sp—2— p2)”2) ? ?

(r—a)"?® (x —a)"3
(a —p2)" > (a—p2)" 3z —p2)
(& =0

N (@ —p2)"2(z — p2)
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Fiir die Bestimmung von pj benétigen wir die folgende Identitét, die man leicht nach-

rechnet:

(@—p)"? (z —p2)"™
/ @) T D) —py T

Mit Hilfe der Darstellung fiir p} erhalten wir

o) = | " / — 2) / R 12@3)—(?’2)(3” ;Pﬂ“ ds, - ds
2 a a Sp—1—D2)" ' S, —1)"(sp — p3)™ " 2
_ ;. ‘/:"2(;71 : ngap p2)(—=1)" ((Snl —p)" ]Z@ - p2)n_1>d8n_1_ - dsy

(Sn—1 = p2)" P\ (Sp—1 —p3)"t  (a—p3)"!
(r —a)"? (a = po)(x —a)"?
R (T PR )
(z —a)" ' (p2 — p3)
(x —ps)(x — p2)(a —p3)"*
(* —a)" '(ps — p2)
(ps — ) (2 — p2)(ps — @)™~

= (-1

-
Damit ist alles bewiesen. O

Im Fall gleicher Polstellen gilt:
Lemma 1.6. Das zu I'? assoziierte System in Normalform ist

(x —a)"? (x —a)"!

"a = pa|n 72z — po| |a — pa|nTta — pof?)

I'= [1,x—a,...,(x—a)"_3

Beweis. Durch elementare Rechnung unter Verwendung der Formel fiir pf. O



Kapitel 2

Splinerdume

Ziel dieses Kapitels ist es, eine moglichst allgemeine aber dennoch reichhaltige Theo-
rie der Splinerdume zu entwickeln. Unser Interesse ist darauf gerichtet, hinreichende
Bedingungen fiir die Existenz lokaler Basen anzugeben.

Dazu werden Splinerdume zunéchst definiert, ihre Dimension bestimmt und einseitige
Basen konstruiert. Im zweiten Abschnitt werden wir sehen, daf§ nur in bestimmten
Splineraumen die maximale Anzahl der Nullstellen eines Splines so klein ist, daf§ man
in diesen Rdumen eindeutig interpolieren kann. Dafl dies dann auch moglich ist, wird
in Kapitel 2.3 gezeigt. Im letzten Teil werden wir B-Spline-Basen konstruktiv mit
Hilfe linearer Gleichungssysteme bestimmen. Wir kénnen B-Splines konstruieren, die
auf Integral = 1 normiert sind und in den Féllen, in denen die konstanten Funktionen
Elemente des Splineraumes sind, auch solche, die eine lokale Zerlegung der Eins bilden.

2.1 Definitionen, Einseitige Basen

Wir definieren verallgemeinerte Splinerdume, bestimmen ihre Dimension und konstruie-
ren einseitige Basen, die denen der truncated-power-Basen im Fall von Polynomsplines
entsprechen.

Seien [a,b] C R ein kompaktes Intervall und
< T 1 <a=20< T < ... <X < Tpy1 =b< Tpyo < -

Fiir i € Z seien d; € N und p; € Ny mit p; < min{d;_1,d;}. Seien I'; = [sgi), . ’Sfi?]
ein ECT-System auf [z;, ;1] und

S; = span{s\”, .., 31(1?} C CU% My, w44]
der zugehorige erweiterte vollstindige CebySev-Raum der Dimension d;. Auflerdem

bezeichnen wir mit wgi), - ,wC(l? die Gewichtsfunktionen von I'; und mit Lf die zu-

gehorigen Differentialoperatoren.

20
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Sei p = (i)icz.-

Wir wollen diese Rdume ,,glatt miteinander verbinden* und definieren fiir p < ¢ den
(verallgemeinerten) Splineraum!

Sto={s: [zp,xg) — R :s|;, € 55, D s(x;) = Dl s(w), (2.1)
j:p7"'aq_17 le?"'?Mi_]‘7 Z:p+177q_1}7

dabei bezeichnet D' bzw. D!, die [~te links— bzw. rechtsseitige Ableitung und I; :=
[z, xi1) fir i =p,...,q—2 bzw. I,y := [x,-1, 7,]. Die Zahl yu; gibt also an, wie glatt
die Elemente aus S; und S;_; am Knoten z; miteinander verbunden werden. Dabei
bedeutet p; = 0 keine Bedingung, p; = 1 Stetigkeit usw..

. o . . I
Fuar So,k 41 schreiben wir auch S[a,b].

max

Beispiele. (i) Sei y; = min{d;,_1,d;} — 1 fiir i = 1,..., k. Dann ist S[Z,b] =: Spy
der Splineraum, bei dem die Funktionen aus S; mit maximaler Glattheit verbunden
werden.

(ii) Ist p; = 0 fiir i = 1,..., k, so erhdlt man den Raum S[‘fl b = Sﬁl’b], der stiickweise
aus Funktionen aus S; besteht.

(iii) Ist S; = P44, 2:,4]» also in jedem Intervall der Raum der Polynome bis zum Grad

d — 1, so erhalten wir fiir 0 < p; < d — 1 die gewdhnlichen polynomialen Splinerdume

St =1 PoLr Mit Ploy * bezeichnen wir wieder den Splineraum P, 4.

Um lastige Fallunterscheidungen (in Formeln) zu vermeiden, werden wir bei der Be-
trachtung von SV oft die Groflen p, oder y, verwenden. In diesem Zusammenhang
werden wir meist p, = i, = 0 setzen, auch wenn vorher eventuell andere Definitionen
getroffen wurden, wobei wir aber immer ausdriicklich darauf hinweisen werden.

Wir schreiben
Spa(p) =18y, tmin{d; 1,d;} >v; > p; firi=p+1,...,¢—1}.

Hierbei ist 11 eine zuldssige Folge, also p; < min{d;_1, d;} und S}, durch (2.1) definiert,
wobei man dort p durch v zu ersetzen hat. S, ,(1t) ist also die Menge aller Splinerédume,
die aus denselben ECT-Systemen wie Sf, bestehen und deren Elemente mindestens
so glatt wie die aus S sind.

Wir definieren folgende Vandermonde-Matrizen: Fiir i = —dg + 2,...,k + dj sei
m=1,....d;—1

V= (Dl_sgfl) (,Tl)>

)
1=0,..., pu;—1

Wir interessieren uns (eigentlich) nur fiir das Intervall [a,b] bzw. den Splineraum Sfjl b Da wir
spéater zur Konstruktion lokaler Basen links von a bzw. rechts von b gewisse Hilfsrdume bendétigen,
fithren wir der Einfachheit halber die entsprechenden Knoten und Ridume schon hier ein.
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und fir i = —dop+ 1,...,k+dp — 1 sei
m=1,...,d;

Vii= (Disﬁf} (SL’J)

lev"'a /J"L*l

Die obigen Matrizen haben den Rang u;, da die S; nach Voraussetzung erweiterte
vollstandige Cebysev-Réaume sind.

Sei m; = dz — My und n; = di—l — M.

Satz 2.1. ng 0] st ein linearer Raum, und es gilt
k k
0= dime;b] = do —I—Zmz = dk + an
i=1 i=1

Beweis. Die erste Behauptung gilt trivialerweise.

Sei

vio-vi o0 0 0
0o VvV =V 0

0 V& vt o0
0 0 vE -V

Die Funktion s : [a,b] — R sei stiickweise aus Funktionen s; € S; zusammengesetzt,
also s = anzo ZZZI AMglm  Sei ¢ = (c§°), o ,cg;), 0(11)7 . ,cg?, . ,cgk), o ,cgz))t.
Dann ist V¢ = 0 notwendig und hinreichend fiir s € ng - Da die Zeilen von V' linear
unabhéngig sind und V' von REj=0% pach REj=1 1 abbildet, hat der Kern von V' die
Dimension Z?:o dj — Zle . Daraus folgt die Behauptung. ]

Konstruktion einer ,linksseitigen* Basis von S[’; - (Sie korrespondiert zur Abzidhlung
der Dimension von Sf, ,; von links nach rechts.)

Seii=0. Fiirj=1,...,dy sei
0
bylry = s, (2.2)

und auf [z1, b] werde b; (beliebig) durch Elemente aus den Rdumen Sy bis Sy, fortgesetzt,
so daB die Glattheitsbedingungen an den ,, Ubergingen® x; bis z;, erfiillt sind. Dies ist
moglich, da die S; nach Voraussetzung erweiterte vollstindige Cebysev-Réume sind
und p; < min{d;_1, d;} gilt.

Sei i > 1. Fiir j = S_tmy +1,...,5_ my sei bj|u.or,_, = 0. Das lineare Clei-

chungssystem
Vic =0
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hat genau m; linear unabhéngige Losungen (cgj), ce cg)), j= Z;;é mi+1, ..., Z;':o my.
Sei

d;

=y s, (2.3)

=1

b

Diese Funktionen werden dann wie oben auf die restlichen Intervalle fortgesetzt.

Bemerkungen. (i) Der Begriff ,linksseitige Basis“ wurde gewéhlt, weil man, wenn
die ECT-Systeme I'; in (Links—)Normalform vorliegen, fiir die Funktionen b; aus (2.3)
die letzten m; Elemente von I'; wéhlen kann.

(i) Nach Konstruktion ist supp b; C [z;,b], wenn j = S my +p, 1 < p < my, i =
1,...,k. Dabei bezeichnen wir wie iiblich mit supp f den Tréger einer reellwertigen
Funktion f.

Satz 2.2. Die Menge B :={by,...,bs} ist eine Basis von S[‘;b}.

Beweis. Da card B = ¢, reicht es zu zeigen, daf§ die Elemente aus B linear unabhéngig
sind. Sei

5
Z a;bi(z) =0 fir alle = € [a, b]. (2.4)
j=1
Sei x € Iy. Da nur die Funktionen by, ..., by, im ersten Intervall von Null verschieden

sind, folgt 2?0:1 a;bj(z) = 0 und somit o; = 0 fiir j = 1,...,dp, da bj|;, = 85-0) und
diese Funktionen linear unabhéngig sind.

Sei x € I;. Dann folgt agy4+1 = -+ = Qgy+m, = 0, denn nur die ersten dy +m, Elemente
aus B sind in I; von Null verschieden. Nach obigem ist a; = --- = g, = 0. Da die
bay+1, - - - bag+m, auf I; linear unabhéngig sind, gilt auch agy41 = -+ = @gyym, = 0.

Mit dem gleichen Schlufl auf den restlichen Intervallen folgt, dafl alle Koeffizienten in
(2.4) Null sind und damit die Behauptung. O

Bemerkungen. (i) Korrespondierend zur Abzéhlung der Dimension von S[‘; p) Von
rechts her, 1i8t sich eine , rechtsseitige* Basis B = {l~)1, e 55} von Sf; b konstruieren,
mit supp Ej C [a,x;qq], wenn j = dk+2§:nl+p, p=1,...,n;,1=1,... k.

(ii) Bis hierher wére offensichtlich die Voraussetzung S; ET-Raum ausreichend gewesen.

Da wir aber fiir alles weitere ECT-R&ume bendétigen, haben wir unsere Splinerdume
gleich entsprechend definiert.

Beispiele. (i) Fiiri = 0,...,k sei S; = P*!|,. ... |- Eine Basis von S; ist {(v — 2;)’, :
j=0,...,d—1}, wobei wir wie iiblich fiir eine reelle Zahl = definieren: z, = max{0, z}.
Auf folgende Weise erhélt man mit der obigen Methode die bekannte linksseitige Basis
fiir den Raum der Polynomsplines Pfajbl]’“ . Fir ¢ =1,...,k wahlt man als Fundamen-
talsystem von D¢ = 0 die Vektoren e, i1,...,¢e4, ¢ = 1,...,k und erhilt damit die
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Splines
bo; : la,b] — R, x— (r—20),j=0,....,d—1
bi; : [a,b] — R, x»—>(x—xi)i,i:1,...,k,j:m+1,...,d—1,

indem man die Funktionen als Polynome aus P4~! nach rechts fortsetzt.

(ii) Sei S; wie in (i). Eine andere Basis von S; ist {(—=1)/(z; — ). : 7=0,...,d —1}.
Daraus erhélt man analog zur obigen Konstruktion die rechtsseitige Basis fiir den Raum
der Polynomsplines Pfafbl}’“ , namlich

bei1; © la,b] — R, x— (1) (rp1 —2)), j=0,...,d—1
bij @ [0, — R,  zr— (=1 (ri—a),i=k,...,1,

]:M1+177d_17

indem man die Funktionen als Polynome nach links fortsetzt.

Wir nennen eine Basis eines Splineraumes beidseitig, wenn sie sowohl links- als auch
rechtsseitig ist. Die Existenz solcher Basen ist natiirlich a priori nicht gesichert. Ein
Hauptanliegen der néchsten Teile dieses Kapitels wird es sein, hinreichende Bedin-
gungen dafiir anzugeben, dafl solche Basen existieren, um diese dann in Kapitel 2.4
berechnen zu koénnen. Der Grund fiir ihre Konstruktion ist zwar ein anderer — der
Tréger der Splines soll moglichst klein sein —, man {iberlegt sich aber leicht, daf3 die
Forderung nach Lokalitdt dquivalent zu der nach Beidseitigkeit ist.

2.2 Ein Nullstellensatz

Eine notwendige Voraussetzung fiir die eindeutige Losbarkeit von Interpolationsproble-
men in einem Splineraum Sffl 4 ist, daB die Splines nicht zuviele Nullstellen (weniger
als §) haben, denn sonst gébe es homogene Interpolationsprobleme die nichttrivial
losbar wiren. In diesem Abschnitt werden wir sehen, dafi dies in gewissen (aber nicht
in allen) Splinerdumen S[‘; B der Fall ist. Dafiir werden wir zunéchst einen Nullstellen-
satz beweisen, indem wir die Methoden von Jetter/Lorentz/Riemenschneider [6] fiir
polynomiale Splines auf den allgemeinen Fall iibertragen und anschlieSend eine hinrei-
chende Bedingung dafiir herleiten, dafl ein Element eines Splineraums im Inneren eines
Tragerintervalls [z, z,] hochstens Zg;; d; — »_{_, 1ti — 1 Nullstellen hat. Dazu miissen
wir zunéchst die verschiedenartigen Formen der Nullstellen, die ein Spline haben kann,
genau charakterisieren.

Sei s € S[‘; y 10 der Darstellung
d;

=

k
i=0 j=1
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gegeben. Wir zihlen die Nullstellen von s zunéchst in sogenannten Trdgerintervallen,
das sind Intervalle [z,, z,] C [a, b], fur die gilt

(i) [zp, z4] S supp s,

(i) 8|(z, 1,0, = 0 falls p > 0 und s{(4, 4,,,) =0 falls ¢ <k + 1.
Seien [z,,z,] ein Trégerintervall von s und & € (x,,x,) eine Nullstelle von s. Dann
existiert ein [ € N und ein ¢« mit p < ¢ < ¢, so dafl £ von genau einer der folgenden drei

Formen ist:

(Na) & € (z;-1, ;) (also kein Knoten) und

S(€) = Ds(€) = -+ = D's(€) = 0 # DIs(€).
(Nb) & = x; # x, ist ein Knoten, und es gilt
S(€) == Ds(€) =0 £ DUs(€) oder 5(€) -+ = DI1s(€) = 0 # Dl s(¢)
und

D' s(¢)-D' s(€) > 0.

(Nc) & = z; # x4 ist ein Knoten, und es gilt

s(¢)=---=D"%s(()=0 und  D"'s(¢)-D''s(€) <0,

Da s nichttrivial ist, konnen die entsprechenden Ableitungen in (Na) nur alle ver-
schwinden, wenn | < d; — 1 ist, in (Nb) falls | < min{d;_;,d;} — 1 ist und in (Nc) falls
I < min{d;_1,d;} — 2 ist, somit ist alles wohldefiniert. Wir nennen [ die Vielfachheit
der Nullstelle £. Nullstellen vom Typ (Nc) mit [ = 1 heiflen unstetige Nullstellen (da s
dort eine Sprungunstetigkeit mit Vorzeichenwechsel hat), sonst sprechen wir von steti-
gen Nullstellen. Man sieht, dafl Nullstellen vom Typ (Nc) mindestens die Vielfachheit
;i + 1 haben, da | —1 > p;.

Seien j € Np und ¢ € Z. Mit Fg bezeichnen wir das j-te reduzierte System von I'; und
mit S den von I'} aufgespannten ECT-Raum . AuBerdem sei

LSy, =A{Ls: [z, 0] — R : s € 8}, und Ls|, = Li(s), i =p,....q = 1}.

Polynomiale Splines haben wegen L7 = const - D7 bekanntlich die schone Eigenschaft
LSk e Spa((ttps1 — )4+ -+, (Hg—1 — j)+)- Im allgemeinen werden aber die Elemente
aus L7Sf schon fiir j = 1 nicht mehr stetig sein. Mit Hilfe der folgenden Lemmata
konnen wir diese Rdume dennoch erfolgreich zur Bestimmung der Anzahl der Nullstel-

len verwenden.
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Lemma 2.3. Sei £ € (z,,2,). Dann ist £ eine l-fache Nullstelle von s, genau dann,
wenn die Bedingung (Na), (Nb) oder (Nc) auch gilt, wenn man die Operatoren D’
durch die Operatoren L7 ersetzt.

Beweis. Das folgt unmittelbar aus Lemma 1.3. O

Lemma 2.4. Es gilt:

(i) Ist & € [z, 2:11) eine mindestens | + 1-fache Nullstelle von s, so ist Lis # 0.

(ii) Seien v, < ¢ < d < z, mit lim L's(x) = lim L's(z) = 0. Dann ezistiert ein

zlc zTd
€ € (e,d), fir das entweder

(a) €& ist eine (stetige oder unstetige) Nullstelle von L'™'s mit Vorzeichenwechsel
und keine Nullstelle von L's

oder

(b) € ist eine unstetige Nullstelle von L's, und L''s wechselt bei & sein Vorzei-
chen nicht

qgilt.

Beweis. (i) Ist L's = Lﬁ(Zj’zl c§i)s§i)) = 0, dann folgt nach (1.7) cy) =0 fir j =
[ +1,...,d;. Somit ist LI™'s = cl(i)Lflsl(i) = cl(i)sl(ff = cl(i)wl(_?l. Da aber £ in jedem
der Fille (Na), (Nb), (Nc) eine stetige Nullstelle von L!™'s ist, ist auch cl(i) = 0. Mit
derselben Argumentation fiir L' 's, ..., s folgt s = 0, also ein Widerspruch.

(ii) Da L's ein Spline ist, geniigt es, die Behauptung fiir [ = 0 zu zeigen. Wir kénnen
annehmen, dafl (¢, d) keine weiteren stetigen Nullstellen von s enthélt. (Sonst verklei-
nern wir das Intervall.) Wahlen wir A > 0 klein genug, so gilt s(¢ + h)Ds(c+ h) > 0
und s(d — h)Ds(d — h) < 0, und mit Lemma 1.3 (ii) gilt (fiir eventuell noch kleineres
h) auch s(c¢+ h)Ls(c+ h) > 0 und s(d — h)Ls(d — h) < 0. Also haben s und Ls eine
verschiedene Anzahl von Vorzeichenwechseln. Somit gibt es einen von links aus gesehen
ersten Punkt £ an dem entweder s oder Ls sein Vorzeichen wechselt. Da £ keine stetige
Nullstelle von s ist, folgt also entweder (a) oder (b). O

Bemerkung. Teil (i) des letzten Lemmas besagt: Eine [ 4+ 1-fache Nullstelle von s
liegt im Triiger aller ECT—Ableitungen von s bis zur Ordnung [. Da L’s ein Spline ist,
gilt insbesondere, daf eine stetige Nullstelle von L7s im Tréiger von LT liegt.

Firj=0,...,d —1:= max d; — 1 seien [1(3‘)’ e ,Il(]_j) die Tréigerintervalle von L’s

in [z,,1,], also l; := # Trigerintervalle von Ls in [z,, z,]. Klar ist I = 1.
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Seien
®: = {(x,y) € R?:es gibt ein j € {0,...,d — 1}, mit x € supp L’s und 0 < y < j}

und

Fiiri = p,...,q— 1 sei d; = max{j : cy) #0,j=1,...,d;} die ,Dimension von s in
(i, Tiga]

Lemma 2.5. FEs gilt
L(®) _d—1+z 1 —d +_dq1—1+zci disn

Beweis. Die Triagerintervalle der ECT—Ableitungen von s kann man offenbar auf fol-
gende Weise abzéahlen: Fiir i =p,...,q — 2 sei

(d;) = {1 falls (i = p und Jp > j) oder (cZ jund dipq > j)

0 sonst
Dann gilt
d—1 g—2 ~ _ q—2 ~ ~
L(®) = oj(di) = dp — 1+ Z(dzH di)+
j=1 i=p i=p

Zihlt man von rechts statt von links, erhilt man L(®) = d,_;—1+3.%" ( dig1)s. O

Die Bezeichnung L(®) wurde gewihlt, weil

q—2
2L(d) _d—1+z i1 = di)e +dgoy — 1+ Y (dy — dig)4
i=p
:dp+dq—1_2+2|di+l_di|
i=p

offensichtlich gerade die Léange des vertikalen Randes von ® ist.

Seien p < i < ¢ und j € No. Wir nennen den Punkt (x;,7) € ® singuldr, falls z; €
supp L/s und ein 0 < k < j existiert mit sign L¥ | s(x;) # sign L¥s(x;). Sei o die Anzahl
aller singuléren Punkte von s im Intervall [z, z,].

Es gilt die folgende Verallgemeinerung des Satzes von Jetter/Lorentz/Riemenschneider
6] (vgl. auch DeVore/Lorentz [1] p. 157 ff).
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Satz 2.6. Sei s € S[, ;y und [z, z,] ein Trigerintervall von s. Dann ist
Z(s, (xp, 1)) < 0 — L(P) — 2,

wobei wir wie Gblich mit Z(s, (x,,x,)) die Anzahl der Nullstellen von s in (x,,z,)
bezeichnen.

Beweis. Fiir die Zéhlung der Nullstellen verwenden wir Lemma 2.4. Wir definieren

=#{¢ € (v,,1,) : L's(&) =0 fiir 1 =0,...,5}
=#{x; € (vp,24) : L's(z;) =0fiir 1 =0,...,j — 1, sign L] _,s(x;)-sign L7 s(x;) < 0}

In z; berticksichtigen wir also die Nullstellen vom Typ (Na), (Nb) (mit Vielfachheit),
und falls ¢ eine [-fache Nullstelle vom Typ (Nc) ist, wird diese dort mit Vielfachheit
[ — 1 gezédhlt, die unstetige Nullstelle der (I — 1)-ten Ableitung geht in z;- ein. Es gilt
also

Z(s, (vp, 14)) = (z + Z;)

U
[

<.
Il
o

Auflerdem seien

a = #{(x;,7) : (v4,]) € int & ist singulér, i =p+1,...,¢— 1}

O' = #{(xs,7) : (z;,7) € 0P ist singulér, i = p,...,q},

dabei bezeichne wie {iblich int ® die Menge der inneren Punkte und 0 ® die Menge der
Randpunkte von ® . Trivialerweise ist

d—1
ga—ka
Jj=0

Wir wollen die Anzahl der stetigen Nullstellen von L7s (ohne Vielfachheit) nach unten
abschétzen. Sei {; eine untere Schranke fiir die Anzahl der stetigen Nullstellen von
L7s, die nicht schon in z; erfafit sind und im Inneren des Trégers von Ls liegen. Dazu
kommen noch 2[; — 0;.' stetige Nullstellen von L’s, die am Rand der Trigerintervalle
von L’s liegen, denn ist (z;,7) € O ® nichtsingulir, so ist L7s dort stetig. Es gilt also

Anzahl der stetigen Nullstellen von L’s > z; + & + 21; — a;-/.

Nach der Bemerkung zu Lemma 2.4(i) liegen all diese Nullstellen im Triger von L/ *!s.
Wir verwenden Lemma 2.4(ii), um §;;; nach unten abzuschétzen. Dazu betrachten
wir Paare benachbarter stetiger Nullstellen von L’s, wobei wir die Paare ausschlieen
miissen, die in verschiedenen Trégerintervallen liegen. Wir haben also mindestens §; +
zj + 2l — 0';-/ — 141 solcher Paare benachbarter Nullstellen von L7s. Zwischen ihnen
liegen keine in z;4; gezéhlten Nullstellen, denn die sind auch stetige Nullstellen von
L7s. Falls zwischen einem solchen Paar keine neue stetige Nullstelle von L/ *!s existiert,
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liegt folgende Situation an einem Knoten z; € intsupp L/*! vor: Entweder ist z; eine
unstetige Nullstelle von L?s oder eine unstetige Nullstelle von L’*!s. Es gibt héchstens
0;- 1 z; 41 derart/ige innere Knoten, denn in beiden Féllen ist (xi', j + 1) singulér, und
x; wird nicht in z; , gezdhlt, da z; keine stetige Nullstelle von L7s ist. Damit gilt

§iv1 =&+ 2 +2—0; =l — o5+ 254

Wir bringen &; auf die linke Seite, setzen j = 0,...,d — 2 und summieren die Unglei-
chungen. Dann gilt wegen £;_1 =&, =0

d—2 d—2 d—2 . d-1 d-1 / d—1 /
IEDIEEDIETED DUED DTS BLED BE
J=0 J=0 Jj=0 J=1 J=1 J=1

0> (zi+2)+> L= (0;+0;)+2=Z(s, (xp, 7)) — 0 + L(D) + 2

<
I
o
<.
Il
—
<
I
o

und somit die Behauptung. O

Mit Hilfe dieses Satzes wollen wir zeigen, dafl in geeigneten Splinerdumen fiir die Anzahl
der Nullstellen eines Splines s in einem Tragerintervall [z, z,] gilt

Z(s, (p, q)) < Zdz’ - ZN:’ - 1. (2.5)

Dies ist von fundamentaler Bedeutung fiir die Interpolationstheorie in Splinerdumen
(siche Kapitel 2.3) und die Konstruktion lokaler Basen (Kapitel 2.4). Folgendes Beispiel
zeigt, dafl eine solche Aussage im allgemeinen nicht gilt.

Beispiel. Wir betrachten das folgende ECT-System auf dem Intervall [—4, 0] = [z, 21]:

Sei w§0) () :=e"", wéo) (x) =1, wéo)(x) := 2. Dann folgt:

—x

sp (x) = e,

sgo)(a:) = ex/ ldt =e “(z+4),

—4

sgo)(x) = ex/41/42 dtds = e “(z +4)%

Seien auf [0, 10] = [z1, z2] die Gewichtsfunktionen fiir das polynomiale System gegeben:
wgl)(w) =1, wél)(x) =1, wél)(x) := 2. Dann folgt sgl) =1, sgl)(x) =z, sgl)(x) = z%
Im Splineraum ng;x konstruieren wir einen Spline mit dy + d; — po — 1 — pto = 4
Nullstellen.
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10

Abbildung 2.1: Ein Spline mit vier Nullstellen in einem vierdimensionalen Raum

Sei g(x) = séo) (x) —sgo) (1’)+%s§0) (z) = e (x*+7x+ %) =: e “p(z). Die Diskriminante
von p ist %, deshalb hat p und somit auch g zwei reelle Nullstellen. Man iiberzeugt sich

leicht, dafBl sie im Intervall (—4,0) liegen. Weiterhin gilt ¢(0) = & und ¢'(0) = —4.

Sei f(z) := %xQ — %m + %. Wie oben sieht man leicht, dafl f im Intervall (0,10) zwei

Nullstellen hat. Fiir
S(z) = g(x) falls z € [—4,0]
f(x) falls = €]0,10]

gilt offensichtlich s € Sgi* (Abbildung 2.1). (Da s vier Vorzeichenwechsel hat, ist,
wegen 0 = 4, der Raum Sg%3™ auch ein Beispiel fiir einen Splineraum, der nicht schwach
Cebysev ist.)

Die Konstruktion von s war moglich, weil wir links von Null den Spline — obwohl
er dort zwei Nullstellen hat — sozusagen wieder nach unten biegen konnten, was z.B.
im Fall, daB s|[_4 0] eine Parabel ist, unmoglich wére. Dieses Phénomen kann offenbar
nur dann auftreten, wenn das Vorzeichen der ECT-Ableitung im Punkt Null nicht
mit dem Vorzeichen der gewdhnlichen Ableitung (= ECT—-Ableitung bei Polynomen)
iibereinstimmt, wie es in unserem Beispiel der Fall ist. Hier gilt ndmlich

41

D,s(0) = D_s(0) = Lis(0) = -3 Lys(0) =17.

Obige Beobachtung legt die Vermutung nahe, dafi das Ubereinstimmen der Vorzei-
chen der relevanten ECT-Ableitungen in den Knoten x,41,..., 2,1 hinreichend fiir
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die Giiltigkeit der Ungleichung (2.5) ist. DaB} dies zutrifft, besagt der folgende

Satz 2.7. Sei s € S, und [z,,x4] ein Trigerintervall von s. Es sei
sign L] s(x;) = sign Lls(x;), firi=p+1,....q—1undj=0,... 1 —1. (2.6)

Dann gilt

q—1 q q—2 q—1 q
Z(s, (2, 2q)) > di = > it Y (papr —max{d;, dis1})y = 1< di= Y pi—1
i=p 1=p i=p i=p i=p

wobei wir im Fall x, = a oder v, = b wieder o = 41 = 0 setzen.

Beweis. Wegen (2.6) und Lis(z;) = 0 fiir j > max{d;_;,d;} konnen héchstens die
Punkte
(.737;, :uz)a ey (xia max{di—la dz} — 1)

bzw. am Rand die Punkte (x;, 11;), ..., (xp, cfp — 1), (xq, f1q), - - -, (g, dq 1 — 1) singulér
sein. Da [x,, z,] ein Trigerintervall ist, gilt L/s(z,) = 0 fiir j = 0,..., 1, — 1. Wegen
L,z Z 0 ist L%s(x,) # 0. Es gilt also d, > p,. Analog schlieft man d,_; > pq.
(An den inneren Knoten gilt eine entsprechende Aussage nicht notwendigerweise.) Wir
erhalten also

q—2

o< d}, — Hp + Jq—l — Mg+ Z(maX{CZm sz'+1} — Mit1)+

i=p
A

J/

-~

Es gilt

q—2 q—2 q—2
K = Z max{d;, di1} — Z i1 + Z(Mm — max{d;, diy1})+

—Zd + Z i+l — Z i + Z Mit1 — max{dzadz+1})

i=p+1

Insgesamt folgt

qg—1 q—2 q q—2
0 < dp+ Z d; + Z(diﬂ —di)+ — Z i + Z(Nz’—i-l — max{d;, di41})+.
1=p 1=p 1=p 1=p

Wir miissen noch zeigen, daf fiir i = p,...,q — 2 gilt

d; + (i — max{d;, dip1})y < d

Fir piq < max{dz, dl+1} ist nichts zu zeigen. Sei also j; 11 > max{dz, dl+1} Dann ist

d + (,UHl - max{dw dl+1})+ - d + Miy1 — maX{dl, z+1} < d + i1 — d Hir1 < d

9
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Jetzt konnen wir die Anzahl der Nullstellen nach oben abschétzen. Vermoge Satz 2.6
und Lemma 2.5 gilt

Z(s, (xp,xg)) <o — L(P) — 2

q—1 q q—2
S Zdz — Z,uz + Z(MH_I — max{di, di+1})+ +1—-2
1=p 1=p i=p

g—1 q
S Iyt
1=p 1=p
Damit ist alles bewiesen. O

Freyburger [2] bewies eine zu (2.6) dquivalente Aussage:

Lemma 2.8. Die beiden folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) Fir alle s € S}, gilt
sign Lt s(z;) = sign Lis(z;), firi=1,...;kund l=0,...,u; — 1.

(i) Firi=1,...,kundj=1,...,u;—1 existieren positive Konstanten K, ;, so dafs
gilt
D wl ™ V(a;) = K jDhwl(x),  1=0,... 1 —j. (2.7)

J J

Beweis. ,,(ii) = (1)“ ist trivial, fiir ,(i) = (ii)“ siehe Freyburger [2] pp. 39-43. O

Beispiele. (i) Obige Bedingung ist offenbar immer dann erfiillt, wenn ,globale Ge-
wichtsfunktionen® existieren, das heifit, fiir j = 1,..., maxd; existiert eine positive
Funktion w; € Cla,b], die an den inneren Knoten x; mindestens p; — 1- mal differen-
zierbar ist, so daf} fiir 1 =0, ..., k gilt

(4) -
[wizipa] = Wj s 1=1,...,d;,

wj
dabei seien wieder wj(-i) die Gewichtsfunktionen von I7;.

Dieser Fall umfafit die polynomialen Splinerdume, denn da sind die Gewichtsfunktionen
gerade Konstanten.

(ii) Man sieht, dafl man zumindest die beiden letzten Gewichtsfunktionen immer frei
wéhlen kann: Sind z.B. folgende Cauchy—Vandermonde—-Systeme gegeben
a3 L 1

=11z ...,29°, ) ,
r—a; T —b

i=0,...,k a;,b € R\[x;,211],

so gilt fiir jeden Spline s € S[IZ‘%’]‘ der Nullstellensatz 2.7. Diese Rdume werden wir in
Kapitel 3.2 betrachten.
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Folgendes Beispiel zeigt, dafi die Bedingung (2.6) bzw. (2.7) nicht notwendig fiir die
Giiltigkeit von Satz 2.7 ist.

Beispiel. Auf [—1,0] betrachten wir das System [1,z + 1, (z + 1)?] und auf [0,1] das
von den Gewichtsfunktionen z+ 1,1, 2 erzeugte System, also [1+z, (1+ )z, (1+z)z?.
Im Splineraum, der aus stetig differenzierbaren Funktionen dieser beiden ECT-R&ume
besteht, hat jedes Element hochstens drei Nullstellen, obwohl gilt

sign Léw@ =0# 1=sign L}w%l).

Wir nehmen das Gegenteil an. Dann existiert ein Spline s, der sowohl in [—1, 0) als auch
in (0, 1] zwei Nullstellen besitzt. Da s|[_1 g eine Parabel ist, gilt somit s(0)-Ds(0) > 0,
also besitzt auch die erste Ableitung von s in (0,1) zwei Nullstellen. Wir nehmen
0.B.d.A. 5(0) > 0 an. (Sonst multiplizieren wir s mit —1.) Sei s|jp1)(z) = M\ (z 4+ 1) +
Ao(z+1)z+A3(z+1)2?. Dann ist Ds|jp1(x) = 3 A3 2242 (Aa+A3)x+A1+Xo. Wir erhalten
also Ay > 0 und A\; + Xy > 0, und da fiir x € (0,1) gilt 1+2 > (1+2)z > (1+2)z% und
s dort negative Werte annimmt, folgt A3 < —(A\; + A2). Der Scheitelpunkt der ersten
Ableitung ist an der Stelle

et =N

< ——<0.
3 A3 33

Das ist ein Widerspruch.

Weitere Beispiele fiir die Nichtnotwendigkeit von (2.7) liefern Splinerdume, die aus
ECT-Systemen I'; zusammengesetzt sind, deren Gewichtsfunktionen (2.7) nicht erfiillen,
man die Elemente von I'; aber so umordnen kann, da die umgeordneten Systeme T
wiederum ECT-Systeme sind, sich benachbarte Systeme I';_1,I; jetzt allerdings nur
noch ab der u;—ten Stelle unterscheiden. Beispiele dafiir werden wir in Kapitel 3.3.1
kennenlernen. La. ist eine Umordnung von ECT-Systemen natiirlich nicht moglich,
denn z.B. ist [1,z,...,2"] nur in dieser Anordnung ein ECT-System.

Aus dem Nullstellensatz 2.7 konnen wir noch folgern, dafl Rdume, in denen er fiir alle
Splines gilt, schwach Cebysev sind. Dazu sei S~ (s, (x,,2,)) die Anzahl der Vorzeichen-
wechsel von s in (x,, z,).

Korollar 2.9. Sei S[’; b ein Splineraum, in dem die Bedingung (2.6) fir alle s gilt.

Dann ist S[’; b ein schwacher Cebysev—Raum.

Beweis. Der Spline s habe [ Trigerintervalle [x,,, 4], - . ., [Ty, Z4]- Dann gilt mit Satz
2.3 (wir vereinbaren wieder po = g1 = 0)

g;—1 45

l k k
Zs. (@) < Y (Zdi gy 1) <3 d -3 L= dimS), L
j=1 D 1=0 =1

i:pj = j

Wegen S~ (s, (a,b)) < Z(s, (a,b)) +1—1 folgt S7(s, (a,b)) < dim Sy, ;; — 1 und somit
die Behauptung. O
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2.3 Interpolation

Fiir den gesamten Abschnitt sei S[’; P ein Splineraum, in dem fiir alle s € S[’;’b] der
Nullstellensatz 2.7 gilt. Wir wollen jetzt das folgende Hermite-Interpolationsproblem
betrachten. Gegeben sind § Punktea < 7 < --- < 75 < bund 0 reelle Zahlen oy, . . ., as.
Sei v; wieder die Anzahl der Vorgénger von 7;, die mit 7; iibereinstimmen. Wir suchen

einen Spline s € Sf;b], fiir den gilt
DVis(1;) = a, i=1,...,0. (2.8)

Wir wollen eine notwendige und hinreichende Bedingung fiir die eindeutige Losbar-
keit der obigen Interpolationsaufgabe herleiten. Dabei wird es uns nicht gelingen, eine
notwendige Bedingung zu formulieren, wenn wir iiber die Vielfachheit der Interpola-
tionsknoten nicht zusétzliche sinnvolle Voraussetzungen machen. Dazu betrachten wir

1, max

folgendes Beispiel im Raum Py,"**: Fiir 1y = 7 = a1 und 73 € (21, 23] suchen wir ein

1, max

s €Pyy  mit
8(7'1) =T, DS(Tl) = 1, 8(7'3) = T3.

Es gibt offenbar eine eindeutig bestimmte Losung. Fordern wir aber an der Stelle 73
einen anderen Funktionswert, ist das Interpolationsproblem nicht l6sbar.

Man iiberlegt sich leicht, dafl die Interpolationsaufgabe eindeutig losbar ist, wenn zwei
(eventuell identische) Knoten entweder in [xg, z1) oder in (z7, xo] liegen und der dritte
Knoten im jeweils anderen abgeschlossenen Intervall. Obiges Beispiel zeigt, dafl diese
Bedingung nicht notwendig ist. Ahnliche Beispiele kann man auch in héherdimensio-
nalen Rdumen konstruieren.

Um solche kiinstlichen Féille auszuschliefen, betrachten wir nur Interpolationsprobleme,
bei denen folgende Hdaufigkeitsbedingung erfiillt ist

v <pj—1 falls 7, = x5, j=1,... k. (2.9)

Dies reicht aber noch nicht, um die Existenz und Eindeutigkeit einer Losung zu ga-
rantieren: Liegen etwa mehr als d; Knoten im Intervall [z;, z;,1], so wird schon das
Teilproblem im Raum §S; i.a. keine Losung haben, und ist dies ,,zuféllig“ doch der Fall,
so geht die eindeutige Losbarkeit des Restproblems verloren, weil sozusagen iiberfliissi-
ge Knoten in [x;,z;41] liegen, die eigentlich nach [a,b] \ [x;, z;+1] gehoren. (Siehe den
Beweis von Satz 2.10.)

Wie im Fall polynomialer Splines miissen die Knoten 7; richtig auf die Intervalle

[, xi1], 1 =0,..., k verteilt sein. Dazu definieren wir
yl :yQZH':de :gj‘o
Ydo+1 = Ydo+2 = *** = Ydo+m, = L1 (erweiterte Knotenfolge, berticksichtigt wird

die Anzahl der Freiheitsgrade ,,von rechts®)

yﬁfmk+1 - yéfmk+2 - = 3/6 :xk)
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und
£l =R = = Zn; =21
Zny+l = Zng42 = 0 = Znytng = L2 (erweiterte Knotenfolge, berticksichtigt wird
die Anzahl der Freiheitsgrade ,,von links*)
Z5—dp+1 = Ré—dp+2 = " = 2§ = Tk+1-
Sei
la,z;) firi=1,...,do,
Mz: (y“ZZ> furZ:d0+1,,6—dk
(y;;, 0] firi=0—dpy+1,...,9
Wir sagen, die Interpolationsknoten 7, ..., 75 erfiillen die Mischbedingung, falls gilt

T € M;, 1=1,...,0.

Wir schreiben die Mischbedingung auch folgendermaflen
Yi = T; = 24, z':l,...,é,

dabei bedeute ,<“ entsprechend der Definition der Mischintervalle M; entweder ,,<“
oder ,, <*.

Die Mischbedingung korrespondiert mit der Art und Weise, wie man die Dimension
von Sffl y abzéihlen kann, man z&hlt:

(—) von links nach rechts, also § = (dg— po )+ (dy — 1) +- - -+ (dg — j1x) und schreibt
~—
=0
fiir i =0,...,k jeden Knoten x; genau d; — p; mal auf. So erhélt man die linken
Enden der zuldssigen Intervalle.

(<) wvon rechts nach links, also § = (di, — pigs1)+ (dg—1 — pg) + -+ + (do — 1) und
——

schreibt fiir i = k+1,...,1 jeden Knoten x; genau d;_; — p; mal in umgekehrter
Reihenfolge darunter. Dies sind die rechten Randpunkte der zuléssigen Intervalle.

,Mischbedingung*
L,ig di—p1
N 7

G I Y N 2 T 2 VU , T

A A

Tl et o et e st tea st aeeassoeaetsosaastnssasunassseansas , TS

A A

7 P s Thy - ThyThg 1y - - oy Tl («)

vV NV

di—1—pk d
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Im Fall, daf§ die Dimension aller Raume S; gleich ist (etwa d), geniigt es, eine erweiterte
Knotenfolge zu betrachten. Die Mischbedingung schreibt sich dann

Yi < Ti < Yitd i=1,...,0 (Ys1 =+ = Ys+d = Tht1),
oder

2 <X Ty = Zitd 1=—d+1,....,6 —d (Zfd+1:"':f30:x0)- (2-10)

In der Theorie der Polynomsplines wird iiblicherweise die zweite Art der Indizierung
verwendet.

Satz 2.10. Sei Sf; b ein Splineraum, in dem fiir alle seine Elemente der Nullstellensatz
2.7 gilt. Das Interpolationsproblem (2.8) erfille die Héiufigkeitsbedingung (2.9). Dann
ist es eindeutig losbar, gdw. die Interpolationsknoten die Mischbedingung erfiillen.

Beweis. Das Interpolationsproblem ist eindeutig 16sbar, gdw. das homogene Problem
(also a; =0 fur i = 1,...,6) nur die Losung s = 0 besitzt.

Die Mischbedingung ist hinreichend. Falls nicht, existiert ein nicht identisch verschwin-
dender Spline s € Sf;b], der den homogenen Interpolationsbedingungen geniigt. Sei
[z, z4] ein Trigerintervall von s. Der Nullstellensatz besagt, daf in (z,,z,) hochstens

g:_; di — »{_, i — 1 Nullstellen liegen, aber im gleichen Intervall gibt es Zg;; d; —
i_, i Interpolationsknoten.

Wir zeigen die Notwendigkeit der Mischbedingung. Dabei unterscheiden wir zwei Fille:
Fall 1: Esist 7; < y; fiir eini € {dg+ 1,...,0}.
Fall 2: Esist z; <7 fireini € {1,...,0 —dy — 1}.

Im ersten Fall benutzen wir die in Satz 2.2 konstruierte linksseitige Basis {by,...,bs}
und betrachten

0
S = chbl € SE;H.

=t

Der Spline s erfiillt die homogenen Interpolationsbedingungen in den Interpolations-
knoten 7,...,7;. Werden an sy noch § — i homogene Interpolationsbedingungen an
den Interpolationsknoten 7,1, ..., 75 gestellt, so sind dies fiir die 6 — ¢+ 1 Koeffizienten
Ciy-..,Cs (= Unbekannte) nur § — i Gleichungen. Ein solches System ist stets nicht-
trivial l6sbar, also existiert ein Spline sy # 0, der die homogene Interpolationsaufgabe
in den Knoten 71, ..., 75 16st. Analog beweist man den Fall 2 mit einer rechtsseitigen
Basis von S@b]. O

Wir nennen Splinerdume, in denen der obige Interpolationssatz gilt, IP—Rdume.
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Bemerkung. Gibt es ein Intervall [x;,2;11], in dem genau d; Interpolationsknoten
liegen, so zerfallt die Interpolationsaufgabe in zwei oder drei kleinere, ndmlich:

(1.) Lose das Interpolationsproblem im ECT-Raum S;. Die Losung sei f.

(2.) Ist ¢ >0, dann 16se das neue Interpolationsproblem, das aus dem alten entsteht,
wenn man zu den in [a, x;) liegenden Interpolationsknoten, den p;—fachen Knoten
z; hinzunimmt und D7s(x;) = D7 f(x;) fir j = 0,...,pu; — 1 fordert, im Raum
St -

(3.) Ist ¢ < k, dann 16se das neue Interpolationsproblem, das aus dem alten entsteht,
wenn man zu den in (x;.1,b] liegenden Interpolationsknoten, den p;,-fachen
Knoten ;1 hinzunimmt und D7s(z; 1) = D7 f(xiyq) fir 5 = 0,... ey — 1

- i
fordert, im Raum 57, ;4.

Da die Losbarkeit des gesamten Problems offenbar dquivalent zur Losbarkeit der Pro-
bleme (1.) bis (3.) ist, hétten wir 0.B.d.A. diesen Fall von vornherein ausschliefen
konnen, indem wir die Haufigkeitsbedingung um die Bedingung, dafl in jedem Intervall
[x;, x;11] hochstens d; — 1 Knoten liegen, ergénzen, wie es manche Autoren im Fall von
Polynomsplines tun.

2.4 Konstruktion lokaler Basen in IP—Riumen

In der Theorie der Polynomsplines und auch im CAGD arbeitet man iiblicherweise mit
einer B-Spline-Basis, da sie im Vergleich zur einseitigen truncated—-power-Basis unter
anderem den Vorteil der Lokalitdt hat. Aulerdem gelingt es dort, die B-Splines so zu
berechnen, daf sie eine lokale Zerlegung der Eins bilden. Eine andere iibliche Normie-
rung von B-Splines ist die auf Integral = 1. In diesem Abschnitt werden wir sehen,
dal wir auch in allgemeinen IP-R&umen solche lokalen Basen konstruieren koénnen.
Natiirlich wird es hier i.a. keine Moglichkeit geben, deren Elemente rekursiv zu berech-
nen oder in einem einfachen geschlossenen Ausdruck anzugeben. Auch ist es i.a. nicht
moglich, die Basiselemente gleich so zu berechnen, daf sie eine Teilung der Eins bilden.
(Eine solche Basis kann es natiirlich sowieso nur dann geben, wenn fiir alle Rdume S;
(i=0,...,k) gilt 1 € S;, das heifit, wenn wgi) = const.) Deshalb erscheint zunéchst die
Forderung nach Positivitat und die Normierung auf Integral =1 sinnvoll. Diese Bedin-
gungen werden wir automatisch, das heifit ohne zusétzlichen Rechenaufwand, erfiillen.

Wie in Kapitel 2.1 angekiindigt, benotigen wir fiir die Konstruktion lokaler Basen

Hilfsrdume auf [z_g,11, T—dg2], - - -, [T-1, o] und [Xpi1, Taga), - o [Thtdp—1, Thtdy, ). Wir
wéhlen links von zy ECT-Raume der Dimension dy und rechts von z;,; ECT-Raume
der Dimension dy. Seien pi_gy42 = -+ = pig = dg—1 und g, ,, = -+ = plg +r—1 = dp— 1.

Da wir die Basis durch das Losen von Gleichungssystemen (= Interpolationsproblemen)
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gewinnen, miissen wir die Hilfsrdume so wihlen, dal der Splineraum S* dot+1.dy+k €10
[P-Raum ist. Dies ist z.B. dann gewihrleistet, wenn wir fiir die Gewichtsfunktionen
fordern

2i1) firi=—do+1,...,—1, j=1,....do—2,
O (31) firi=k,...d+k—1,j=1,....d—2.

Folgende einfache Feststellung wird uns gleich noch von Nutzen sein:

Lemma 2.11. Set B eine Basis eines Splineraumes S[’; b mit der Figenschaft, daf
nur d; Elemente sy, ..., sq, von B in [x;, z;11] von Null verschiedene Werte annehmen.
Dann ist {s;

[eszisa]s - - s Sdi|[ws,2ia] ) €IM€ Basis von S;.

Beweis. Sei f € S;. Dann existiert ein s € S, so dafl f = s
Also ist {sy

A e
[#i,@it1] = Zj:l QS [ai,aita]
1} eine Basis von S;. O

[zi,mig1]s - - -5 Sdil 25,2041

2.4.1 Lokale Basen in IP-Riumen maximaler Glattheit, deren
ECT-Riume die gleiche Dimension haben

Um technischen Schwierigkeiten aus dem Weg zu gehen, betrachten wir zunéchst den
einfachsten Fall, namlich daf§ die Dimension aller ECT-R&dume gleich ist und dafl die
Funktionen aus S; mit maximaler Glattheit verkniipft werden, das heifit, wir fordern
d; =dfirallei = —-d+1,...,k+d—1und y; =d—1firallei = —d+2,... ., k+d—1.

Satz 2.12. Se: b €I IP-Raum, in dem die Dimension aller Rdume S; gleich d > 2
ist (1=0,...,k). Setpe{—d+1,...,k}. Dann gilt:

(i) Es gibt einen Spline s, € ST, .4 mit supp s, = |1y, Tpyal, der als Cd-2-
Funktion auf R fortgesetzt werden kann.

(i1) s, hat in (z,,T,+4) keine Nullstelle.

(111) 8, ist ein weiterer Spline mit dieser Figenschaft, gdw. es eine von Null verschie-
dene Konstante o gibt mit 5, = as,,.

max

(iv) Die Menge {s_ayiliap),---»Sklan} ist eine Basis von Sy*. Es gibt keine Basis

von S, deren Elemente kleinere Triger haben.

(v) Die Basis {s_q11|{ap): - - -+ Sk|[ap)} 15t beidseitig.

Beweis. Alle im folgenden auftretenden Splinerdume sind nach Voraussetzung bzw.
nach Wahl der Hilfsraume S_4.1,...,5 1 und Sgi1, ..., Skra—1 [IP-Réaume.
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Wir betrachten den Splineraum S™3%, ;.. Es ist dim S™¢%, ;., = 3(d — 1) + k + 1. Sei
x" € (zp,Tp1q4) beliebig. Dann erfiillen die 3(d — 1) + k + 1 Punkte

!
L1y L—d+2s5 -+ s Tp—1,Lpy - -+, Tps X, Tptdy -+ -+ s Tptds Tptdtls -« -5 Thtd
—_——— —_——
d—1 mal d—1 mal

die Mischbedingung. Also ist das Interpolationsproblem

sp(x;) =0 firi=—-d+1,...,p—lundi=p+d+1...,d+k
sp(x/)zl
Disy(x;)=0 firi=pp+d j=0,...,d—2

eindeutig l6sbar. Damit folgt sofort, daf} s, links von x,, bzw. rechts von x,4 Null ist.
Die Funktion s, besitzt in (x,, z,+q) keine Nullstelle £, denn sonst hétte das homogene
Interpolationsproblem, das aus obigem entsteht, wenn man die Bedingung sp(x') =1
weglaBt und dafiir s,(¢) = 0 hinzunimmt, eine nichttriviale Losung.

Es ist klar, da8 fiir a # 0 der Spline §, = as, die von s, geforderten Eigenschaften
hat. Existierte ein Spline s anderer Bauart mit dieser Eigenschaft, so gédbe es ein a # 0
und ein € € (zp, Tprq) mit asy(§) = s(€). Dies ist aber nicht moglich, weil sonst der
nichttriviale Spline s — as, wiederum eine Nullstelle zuviel hétte.

max

Wir werden sehen, daf8 die Menge {s_q41|[a4] - - - » Sk|[a5} €ine Basis von S[a,b} ist, wie
sie in Satz 2.2 konstruiert wurde. Sei zunéchst ¢ € {1,...,k}. Nach Konstruktion
gilt D's;(z;) = 0 fiir [ = 0,...,d — 2, also ist s;|jz, 4,,,] # 0 eine Basis des entspre-
chenden m;( = 1)-dimensionalen Unterraumes von S;, wie in Satz 2.2 gefordert. Au-
Berdem ist nach Konstruktion s;|.5 € Sf”; ) fir« = —d + 1,..., k. Wir miissen also
nur noch zeigen, daf die Funktionen s_g11|jzg.z1], - - - 5 50| [z0,21] den Raum Sy aufspannen.
Sei {f_24+1, .., f-a} eine Basis eines ECT-Raumes auf dem Intervall [z_g, z_g,1]. Wir
wihlen einen beliebigen Punkt 2 € (x_g.1,70). Dann erfiillen die Punkte

Td1s--- 7$—d+147 $/7§30; B al‘g
d—Irmal dflxrmal

die Mischbedingung im Splineraum S™7%, , also ist fiir [ = —2d +1,..., —d die Inter-
polationsaufgabe: finde F} € S™7Y, ; mit

Djﬂ(f[‘_d+1) :Djfl(x—d-l—l)v J:O77d_2

D7 Fy(x0) = 0, j=0,...,d—2
F(z) =1

losbar. Fiir ¢t = —2d +1,...,—d sei

filr) firzx s<z<x_411
Gi:|r_g,x1] — R, r—— Fi(z) firz_gn <z<z ,

0 fir xg < x < a3
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und fir i = —d+1,...,0 sei

0 fii Al <
G [z_g, 1] — R, $*—>{ =

si(x)  firz, <z <z

Aus Satz 2.2 folgt, daB {G 2411,...,Go} eine Basis von ST} ist. Da aber nur die
d Funktionen G_4.1,...,Gp in [zg, x1] nicht identisch verschwinden und sie dort mit
S_d+1s---,So Ubereinstimmen, folgt die Behauptung aus Lemma 2.11.

Nichttriviale Splines mit kleinerem Trager kann es nicht geben, denn dann wiirden die
geforderten Vielfachheiten der Nullstellen am Rand des Trégers erzwingen, dafl nur
s = 0 diese Interpolationsbedingungen erfiillt.

Die Behauptung (v) gilt nach Konstruktion trivialerweise. O

Bemerkung. Wir mochten auf folgende interessante Konsequenz aus obigem Satz
hinweisen: Hat man fiir i = —d + 1,...,k Funktionen f; mit supp f; = [z, Zi1d4) ge-
geben, und will man zeigen, dafi die Menge {f_at1lp);-- - ey} eine Basis eines
I[P-Splineraumes SEE%’]‘ ist, der aus d—dimensionalen ECT-Systemen zusammengesetzt
ist, so geniigt es nachzuweisen, dafl die f; entsprechende Splines sind. Die lineare Un-
abhéngigkeit folgt dann automatisch.

Wir nennen die oben konstruierten (und bis auf einen konstanten Faktor eindeutig
bestimmten) Splines B-Splines.

Beispiel. Wir betrachten den polynomialen Splineraum Pda_bl’max, der aus Polynomen
vom Grad d—1 verkniipft mit maximaler Glattheit besteht. Wiihlen wir links von a und
rechts von b entsprechende Hilfsrdume, so gibt es fiir ¢ = —d+1, ..., k nach obigem Satz
im wesentlichen genau einen Spline, dessen Triger [z;, x;,4] ist. Die Restriktionen dieser

Splines auf das Intervall [a, b] bilden eine Basis von IP‘[ia_bl]’maX. Fiir z € R betrachten wir

die gewohnlichen dividierten Differenzen b;(z) := [24, ..., 7:14)(- — 2)%'. Bekanntlich
gelten folgende Formeln fiir dividierte Differenzen mit einfachen Knoten (vgl. etwa
DeVore/Lorentz [1] p. 121, 123):

i+d d+i —1
(i, wivd [ = f(z)) (H(xj - m) , (2.11)
=

und fiir hinreichend glattes f

z;+d ( . t)d—l
[T, id) f = FD) s, .., Tivd] ﬁ dt  (Peano-Darstellung).

Ty

Vermoge (2.11) bedarf es nur noch einer einfachen Rechnung, um nachzuweisen, da8 b;
ein polynomialer B-Spline maximaler Glattheit vom Grad d—1 mit Trager [z;, z;,4] ist.
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Wihlt man noch geeignete Normierungen \;b; mit \; # 0, so erhélt man die gew6hnlich
in der Literatur betrachteten Splines, namlich fiir \; = x;,4 — ; die B-Splines Nid_1
mit der Eigenschaft

k
Z N (z) =1 fiir alle x € [a, b] (lokale Zerlegung der Eins)
i=—d+1

und fiir \; = d die auf Integral = 1 normierten B-Splines Mid_l. Ersteres folgt leicht
aus der de Boor—Rekursion fiir polynomiale B—Splines, die ein Spezialfall der auf Seite
51 angegebenen fiir Gresbrandsche B—Splines rationaler Funktionen mit vorgegebenen
Polstellen ist, letzteres aus der Peano-Darstellung (setze dort f(t) = t).

(Natiirlich hangt der Spline b; fiir ¢ < 0 und @ > k — d von der Wahl der Hilfsknoten
ab. Mit ,,im wesentlichen eindeutig® ist nur gemeint, dal bei fester Wahl der z; fiir
1 < 0und ¢ > k4 1 der Spline bis auf Multiplikation mit einer von Null verschiedenen
Konstanten eindeutig bestimmt ist.)

Wir mochten aufler den auf Integral = 1 normierten B—Splines auch eine B—Spline—
Basis konstruieren, deren Elemente eine lokale Zerlegung der Eins bilden, wie es fiir
die oben angegebenen Polynomsplines Nid_1 gilt. Das ist selbstverstandlich nur dann
moglich, wenn jeder ECT-Raum S; die konstanten Funktionen enthélt oder dquivalent
dazu das erste Element von I'; eine Konstante ist. Das folgende Lemma sichert die
Existenz einer solchen Basis.

Lemma 2.13. Sei oy €N IP-Raum, in dem die Dimension aller Riume S; gleich d
ist, wobei das erste Element von T'; jeweils eine Konstante ist. Sei B = {s_441,..., Sk}
die im letzten Satz konstruierte B-Spline—Basis. Dann liegt der Spline s = 1 € )
i keinem von einer echten Teilmenge von B aufgespannten Unterraum.

Beweis. Fiir d = 1 ist die Behauptung trivialerweise richtig. Im Fall d = 2 folgt sie
daraus, daf§ an einem Knoten x; nur ein Spline von Null verschieden ist. Wir setzen
jetzt d > 3 voraus.

Sei zundchst 2k — 1 > d. Nach Voraussetzung ist S := L! ob = D 0] also S
ein Splineraum zusammengesetzt aus (d — 1)-dimensionalen ECT-Systemen, deren
Elemente mit maximaler Glattheit verkniipft sind. Wir schreiben s; := Ds; und B =
{5 a41,--, 8k} S hat die Dimension d + k — 1. Damit ist die Behauptung offenbar
dquivalent dazu, daB eine beliebige Teilmenge mit d + k — 1 Elementen von B linear
unabhéngig ist. Gelingt es uns zu zeigen, dafl fiir alle © = —d 4+ 1,...,k ein Intervall
A, = [xp,2p+1] C [a,b] mit A; C supp §; existiert, auf dem die Restriktionen der
iibrigen dort nicht identisch verschwindenden d — 1 Splines aus B linear unabhéingig
sind, so folgt die Behauptung, denn lokale lineare Unabhéngigkeit zieht globale nach
sich.

B spannt den Raum S auf, denn bildet man die ECT-Ableitungen der Elemente einer
Basis eines ECT-Raumes, so spannen die Ableitungen den abgeleiteten Raum auf,
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also gilt span{5_411|(zo,e1]s - - - s 50| [zo,21] } = DSo. Fiir ein geeignetes i € {—d+1,...,0}
ist also {3_a+1|[wo,e1]s - - - » 501w, } \{5il[20,21]} €ine Basis von DSy. Da die Splines 3;,
j=1,...,k bei x; eine (d — 3)-fache Nullstelle haben, liefert uns Satz 2.2, dafl B\{3;}
eine Basis von S ist.

Wir zeigen, daB fiir alle j € {—d+1,...,i} die Elemente aus B\{3;} linear unabhingig
sind. Das folgt aus der Tatsache, daB nur d — 1 Elemente aus B\{3;} im Intervall 4; =
[%itq—1,Tirq) von Null verschiedene Werte annehmen und dies dann natiirlich auch fiir
B\{3;} gilt. Auf Grund von Lemma 2.11 sind die Restriktionen dieser d — 1 Splines auf
A; linear unabhéngig und damit auch die Splines selbst. Es folgt, da B\{5_441} eine
Basis von S ist. Denselben Schluf fithren wir fiir die Intervalle [x1, 23], . .., [£a_1, Zd,
indem wir fiir j = 1,...,d — 1 die Splinerdume S}y, betrachten und so erhalten,
daB die Mengen B\{3;} Basen von S sind. Durch eine analoge Argumentation mit
Hilfe rechtsseitiger Basen erhalten wir diese Aussage auch fiir die iibrigen Mengen

B\{5},...,B\{54}.

Die Voraussetzung d < 2k — 1 war nur notig, damit wir sicherstellen konnten, dafl
samtliche Intervalle A; Teilmengen von [a,b] sind. Ist diese Bedingung nicht erfiillt,
miissen wir nur einen entsprechend gréfieren IP-Raum Sgi* mit geeignetem m > k+1
betrachten und dort eine B-Spline-Basis wéhlen, deren erste d + k Elemente wieder
unsere oben betrachteten Splines sind. O

Bemerkung. Im Fall einer einseitigen Basis gilt obiger Satz i.a. natiirlich nicht, denn
wahlt man z.B. als ein Element der Basis des Raumes Sy die Konstante 1 und setzt
man diese nach rechts konstant fort, ist der Spline s” selbst schon ein Element der
entsprechenden linksseitigen Basis. Es gilt zwar auch hier, dal die Ableitungen der
Elemente der Basis den abgeleiteten Raum aufspannen, aber im Gegensatz zu oben,
wo man aus der Menge dieser Ableitungen ein beliebiges Element entfernen konnte,
um eine Basis von S zu erhalten, muf man hier zwangsliufig die Ableitung von s°
weglassen.

Wir fithren noch einige Abkiirzungen ein. Fiir i = —d + 1,...,k und j > 7 seien

Vi . 0
vith _yit o
0o VT v o0

V7=

0o V7 -vi? o0
o vt -yt

0 0 14
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und

Tit1 . Ti+1 .
Ji ;:(/ sgl) (x)dz,. .., / sgi)(x) dx).

Dabei sind Vl bzw. V! die auf Seite 22 definierten Vandermonde—Matrizen. Auflerdem
sel le die Matrix, die man erhélt, wenn man zur Matrix VJ als letzte Zeile den Vektor

(Jiy ity - - -, Jj—1) € R¥W=9 hinzufiigt. Offenbar ist szd € R xd*,

Korollar 2.14. Se: ng%’]‘ ein IP-Raum, der aus ECT-Rdumen der Dimension d zu-
sammengesetzt ist. Dann gilt

(i)

(i)

Es gibt Splines {B_ay1,..., Bp} C ST g mit supp By, = [z, Tpya], fiir die
{B_at1liap): - - -+ Brliay} eine Basis von Slay ist, die im Inneren ihres Trdgers
keine Nullstelle haben und fir die gilt

Td+k

T_d+1
Firp=—-d+1,...,k sei
e, = (c Cp.ds C c c c )!
D p, Ly Cpdy Cp4+1,15 - - -y Cp+1,dy - - - Cp+d—1,15 - - - Cp+d—1,d

die (eindeutig bestimmte) Losung des Gleichungssystems Vf;dx = (0,...,0,1)%
Dann gilt

U
—

§ P"v‘l
Cpti,jS j .

J=1

1§
o

%

Ist 1 € 5; fir allei=0,...,k, so gibt es Splines N_qy1,..., Ny, € ST, 4,) mit
supp N, = [, Tpia), deren Restriktionen auf [a,b] eine Basis von an%’]‘ bilden,
so dafs fir alle x € [a,b] gilt

k
Z Ni(z) =1 (Teilung der Eins).
i=—d+1
Wiéhlen wir Interpolationsknoten 1y, ..., 75 € [a,b], die die Mischbedingung erfiil-

len, und losen wir das Interpolationsproblem

k
> ABi(m)=1,  1=1,...,4 (2.12)

i=—d+1
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Beweis. Nach Satz 2.12 existiert ein im Inneren von [z,, z,44] positiver Spline s,. Den
Spline B, erhélt man, indem man s, durch fg*d sp(x) dx teilt. Er ist eindeutig be-
stimmt, denn gébe es einen zweiten, so hétte ihre (nichttriviale) Differenz in (x,, z,q)
weitere Nullstellen.

Es ist klar, da$8 fiir B,(z) = Y., Z?Zl )\pﬂ,js;p ) gilt, daB die Ap+ij €ine Losung
des Gleichungssystems Vf;d:p = (0,...,0,1)" sind. Da B, einzig ist, ist auch das Glei-
chungssystem eindeutig l6sbar.

Da aus den Voraussetzungen folgt, dafl die Funktion s = 1 die einzige Losung von
(2.12) ist und die A; unabhéngig von der Wahl der Interpolationsknoten sind, geniigt
es fiir den Teil (ii) zu zeigen, dafi \; # 0 fiir i = —d+1,. .., k gilt. Das folgt aber sofort
aus Lemma 2.13. O

Wir haben also gesehen, dafl wir unter den bisher gemachten Voraussetzungen, in all-
gemeinen Splinerdumen Basen konstruieren kénnen, die dhnliche Eigenschaften haben
wie die polynomialen B—Splines. Natiirlich wird es nur in Ausnahmefillen (siehe die
Gresbrandschen rationalen B—Splines, Kapitel 3.1) einfache Rekursionsformeln zu ihrer
Berechnung geben.

Folgendes Beispiel zeigt, dafl bei der Konstruktion lokaler Basen in Splinerdumen, die
keine IP-R&ume sind, gewisse Unsymmetrien auftreten kénnen.

Beispiel. Seien zg = —8, 1 = —4, 15 = 0, z3 = 4, 14 = 8. Seien Sy = P?|[5 4],
Sy = span{e™™, (x+4)e™", (v +4)%e "} (siche das Beispiel auf Seite 29), Sy := P?|};, 4]
und Ss := P?|,, 4,1. Sei

(
0 fir = € [zg, x1]

3

m . efx(x -+ 4)2 fir z € [xl,xg]

1 3
(— r? — 12z + 24) fir x € [xq, x3]

—T+3e*\2
\ 0 fir o € [x3, x4)
Wegen s(—4) = Ds(—4) = s(4) = Ds(4) = 0, s_(0) = 5,(0) = 55— und D_s(0) =
D, s(0) = 3;4137 ist s € Spy™, sein Tréger besteht jedoch nur aus zwei Knotenintervallen

(siche Abbildung 2.2). Auflerdem rechnet man nach, da [* s(z) dv = 1 gilt. Jetzt ist
es aber keineswegs so, daff man in diesem Raum eine , noch lokalere“ Basis konstruieren
kann: Man berechnet

7168
det V7 = 1024 ¢® — Te4 £0,

also gibt es genau einen auf Integral = 1 normierten Spline mit Tréger [z, 3], ndmlich
max

s. Da aber s auf [x¢, z1] identisch Null ist, muf§ man um eine Basis von S§%* zu gewin-
nen, einen weiteren Spline konstruieren, der dann den Trager [xg,z4] hat. (Dies war



2.4 Konstruktion lokaler Basen in IP-Raumen 45

o

,,,,,,

Abbildung 2.2: Der Spline s und seine Ableitung (gepunktet)

auch nicht anders zu erwarten: Existierte ein zu s linear unabhéngiger Spline 5§ mit
max

supp § = [xg, z3], so gébe es eine Basis von S§%*, in der nur zwei Elemente auf [z, z3]
von Null verschiedene Werte annehmen wiirden, was aber offenbar nicht moglich ist.)

2.4.2 Lokale Basen in beliebigen IP-Riumen

Wir werden uns in diesem Abschnitt im wesentlichen auf die Ergebnisse des vorheri-
gen stiitzen konnen und zur Konstruktion lokaler Basen wiederum Satz 2.2 verwenden.
Sei also S[‘; b ein [P-Raum, wobei an die Dimensionen der zugrundeliegenden ECT—

Réume und den Vektor (ui,...,u;) keine zusétzlichen Forderungen gestellt werden
(auBler natiirlich denen auf Seite 20). Wir verwenden erneut die auf Seite 38 defi-
nierten Hilfsréume S_g4y41,..., 51 und Sg, ., ..., Sktq,—1, wobei die Verkniipfung der

Hilfsrdume untereinander und die von S_; mit Sy bzw. Sy mit Sg,; wieder mit maxi-
maler Glattheit erfolgen soll.

Wir gehen wie folgt vor: Zunéchst konstruieren wir die Splines s_g,+1,...,5¢ wie in
Satz 2.12. Hier kann es schon vorkommen, daf§ wir ab einem j € {—d+2,...,0} fiir die
Splines s;, ..., so rechts von x; weniger Knoten benétigen als im letzten Abschnitt. Mit

denselben Argumenten wie im Beweis von Satz 2.12 ist aber gewéhrleistet, dafl ihre
Restriktionen auf [xg, ;] linear unabhéngig sind. Sei ¢ € {1, ..., k}. Nach Satz 2.2 sind
m; = d; — p; linear unabhéngige Elemente von .S;, die bei z; Nullstellen hinreichender
Vielfachheit haben, als Splines nach rechts fortzusetzen, wobei wir hier fordern, dafl
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ihre Trager moglichst klein sein sollen. Statt feste linear unabhéngige Elemente aus .S;
zu betrachten, konnen wir natiirlich auch zulassen, dafl jedes von ihnen noch von einem
von Null verschiedenen Faktor abhéngt.

Es sind wieder rechts von z; geniigend viele Freiheitsgrade anzusammeln. Damit [z;, z;]
der Tréger eines Splines sein kann, mufl nach obiger Bemerkung

J J+1
Z dm > Z Ji
m=i+1 m=1i+1

gelten. Das folgende Lemma liefert eine grobe Abschétzung fiir die Gréfle der Trager:

Lemma 2.15. Sei —dy + 1 < i < k. Sei l; die kleinste Zahl mit

i+l;—1 i+1;
E o —— E P

Dann gilt I; < d;.

Beweis. Sei zunéchst p;4q, < d;. Wegen d,,, > p,, fiir alle m gilt dann

i+d;—1 i+d;—1 i+d;
m=i+1 m=i+1 m=i+1

Sei jetzt pirq, = d; +n mit n € Ny. Dann ist g4, > pi+1 + n, und mit der Dreiecks-
ungleichung erhalten wir

i+di—1
Z |/~Lm - ,um+1| > n.
m=i+1
Damit folgt
itdi—1 i+d;—1 i+d;—1 i+d;—1
Z dm > Z (max{ﬂma ﬂerl} + 1) = di -1+ Z Hom =+ Z ‘,Um - /Lerl‘
m=i+1 m=i+1 m=i+1 m=i+1
itd;
< D s
m=i+1
womit das Lemma bewiesen ist. O

Das Lemma besagt, dafl die Tréger unserer Splines nicht groler sein werden als im Falle
maximaler Glattheit und gleicher Dimensionen der ECT-R&ume, was wenig iiberrascht.
Die Zahl I; kann man im Anwendungsfall leicht ausrechnen, und selbst bei maximaler
Glattheit werden wir, wenn die Dimensionen der Rdume S; unterschiedlich sind, i.a. mit
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weniger als d; Intervallen auskommen. Je weniger Glattheit wir fordern, desto kleiner
wird natiirlich {;.

Das folgende Lemma liefert uns eine einfache Moglichkeit, wie wir beim Konstruie-
ren der Splines (= Losen von Interpolationsproblemen) garantieren kénnen, dafl die
Restriktionen der Splines auf [x;, z;,1] linear unabhéngig sind.

Lemma 2.16. Seien fi,..., fm, € S; mit D7 fi(z;) = 0 fir j = 0,...,p; — 1 und
l=1,...,m;. Gilt auflerdem

1 .......... 11 *
o1 1 ........ 11
i | =Hhiseerdi—1 .. . . . .
(Djfl(xz));:fm =1: : T : : ;
00 .......... 01 *
00 .......... 0 0 a#0
dann sind die f; linear unabhdngig.
Beweis. Sei Z;il Afi = 0. Dann gilt A; = 0, damit folgt Ay = 0 usw.. O
Sei ' € (24, 2441,). Fiir j = 1,..., m; miissen wir folgende Interpolationsprobleme l6sen

(vgl. Satz 2.12)

0 fir0<Ii<u,—2+9
D's; j(z;) = s " :
1 fir py—1+5<1<d; —2

D's;j(x:41,) = 0, L=0,..., gy, — 1, (2.13)
1

Dies sind d; + i, Interpolationsbedingungen. Damit der Interpolant eindeutig be-
stimmt ist, bendtigen wir aber Z::i"i_l dp — z;:g:l i, Bedingungen. Da es sich i.a.
nicht ergeben wird, dafl Zgi:l dyp = Z::il +1 Mm ist, ist die Hinzunahme zusétz-
licher Interpolationsknoten unumgénglich. Dabei gehen wir folgendermafien vor: Sei
F, = Zgi’:l dpy — Z:i‘z +1 Mm die Anzahl der iiberfliissigen® Freiheitsgrade. Die
zusétzlichen Freiheitsgrade wollen wir nutzen, um unsere Basis—Splines glatter zu ma-
chen, als es eigentlich notig ist, ohne dabei die Minimalitdt der Trager zu verlieren.
Dies erscheint natiirlicher als etwa die Forderung nach bestimmten Funktionswerten in
Punkten aus (z;, ;1,).

Da I; die kleinste Zahl mit 30771 d,, > S0y, dst, folgt dijy,—1 > Fy + prigy,.
Wir konnen also fiir unseren B-Spline an der Stelle z;,;, auch (F; + p;1, — 1)-fache
stetige Differenzierbarkeit fordern. Tun wir das, und ersetzen also in (2.13) p;4;, durch

Wit1;, + Fi, so ist unser Interpolationsproblem eindeutig losbar.
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Da offenbar D@ ~Ys; . (x;) # 0 ist (sonst wire im Widerspruch zum Nullstellensatz
[es,201) = 0), folgt mit Lemma 2.16, da8 die Funktionen s; [@s,3511]
linear unabhéngige Elemente von S; sind. Damit folgt mit Satz 2.2 wie in Satz 2.12,
daBl die Splines

Si,m; (i, Tit1]r - - y Si,my

Si,j|[a,b}; i:—d0+1,...,]€, ]:1,,TTLZ
eine Basis von Sffz 0] minimalen Trégers sind.

Bemerkung. Im Falle maximaler Glattheit ist die obige Vorgehensweise zwangsléufig,
so wir denn den Spline gldtten wollen und nicht weitere Lagrangebedingungen im In-
neren fordern. Ist der Splineraum nicht maximal glatt, konnen wir den B—Spline auch
anders glidtten, indem wir die zusétzlichen Freiheitsgrade z.B. gleichméfliiger auf die
Knoten verteilen, bei denen das moglich ist.

Seien
. () m=1,...,d;
T — 2 .
V+’max o <D+Sm (ZEZ)>ZO,---7di—27
. . mzl,...,di+,._1
i+l . l i+1;—1 t
& F: T (Dfsgn )<Ii+lz‘>) :
’ lzov"'vﬂi«kli‘kF’L*l
Sei Vi die Matrix, die aus V;'*" entsteht, wenn man dort Vi durch V{ .. und

Vit durch Vf}i ersetzt. Sei ‘N/}fl wieder die Matrix, die aus V;™ entsteht, wenn
man ein Zeile ergénzt, in der die bestimmten Integrale der Elemente der Basen von
Siy -+, Sit1,—1 stehen. (Bei der Definition der Vektoren J; wurde der Fall, daf§ die Raume
S; unterschiedliche Dimension haben, gleich mit berticksichtigt.) Fiir i = —do+1,...,k
und j =1,...,m; sei
@ = (0,...,0,1,...,1,0,...,0,1) € REni dn,

N——

v
piti=1  di—pi—j

Wir kénnen jetzt wie im letzten Abschnitt eine auf Integral = 1 normierte B-Spline—
Basis konstruieren, die bei fester Wahl der Verteilung eventueller zusétzlicher Freiheits-
grade eindeutig bestimmt ist.

Korollar 2.17. Sei szb]

gibt es Splines Bg - Sfd+1,k+d mit supp Bij = [x;,244y,], deren Restriktionen auf das
Intervall [a, b] eine Basis von sz’b} bilden, die 1m Inneren ihres Trédgers keine Nullstelle
haben und fiir die gilt
Tdy+k .
/ Bl(x)dzx = 1.

T—dg+1

ein IP-Raum. Firi = —do+ 1,...,k und 7 = 1,...,m;

Firi=—-d+1,....kund j=1,...,m; sei
d = (d

3 7/717...

. . . . . .
aCZ,dia C‘Z+1,17 e 7c§+1,di+17 e an+zi—1,17 ce 7CZ+li—1,di+li_1)



2.4 Konstruktion lokaler Basen in IP-Raumen 49

die (eindeutig bestimmte) Losung des Gleichungssystems V}jl’x = ag. Dann gilt
) lqj*l di+n )
Bi(z) = Z Z Cg+n,m31(jz+n)-
n=0 m=1
Beweis. Analog zu Korollar 2.14. O

Um zu zeigen, daf in beliebigen IP-R&umen, deren ECT-Systeme die konstanten Funk-
tionen enthalten, eine auf lokale Zerlegung der Eins normierte B-Spline-Basis existiert,
muf} man nur nachweisen, daf§ das Lemma 2.13 auch im allgemeinen Fall richtig ist. Im
Beweis von Lemma 2.13 haben wir ausschlieflich die Eigenschaft der B-Spline-Basis
benutzt, daf in jedem Knotenintervall genau d Elemente von Null verschiedene Werte
annehmen und deren Restriktionen auf dieses Intervall den dort definierten ECT-Raum
aufspannen. Wir zeigen, dafl eine entsprechende Aussage auch hier gilt.

In [z, 2] ist das nach Konstruktion klar. Wir betrachten das Intervall [z, xs]. Nach
unserer Glattungsmethode ist x; der rechte Randpunkt von dy — pq Splines, die auf
[0, 1] nicht identisch verschwinden, das heiit, nur p; der ersten dy Splines sind in
[x1, x9] nicht identisch Null. Da von m; Splines x; der linke Randpunkt ihres Tréiger
ist, folgt, dal genau py + mq = dy Splines in [z, 5] von Null verschieden sind. Den
gleichen Schlufl kann man jetzt natiirlich auch in allen {ibrigen Intervallen ziehen, womit
die gewiinschte Eigenschaft bewiesen ist. Damit gilt

Korollar 2.18. Se: Sf;b] ein IP-Raum. Ist 1 € S; fiir allev =0,...,k, so gibt es fir
i=—dy+1,....,kundj=1,...,m; Splines N} € S” 4i1.apr Mit supp N/ = [z, 2544,
deren Restriktionen auf [a,b] eine Basis von S[‘;b} bilden, so daf$ fir alle x € |a,b] gilt

k m;
Z Z N/(z)=1 (Teilung der Eins).
i=—do+1 j=1

Wihlen wir Interpolationsknoten 1,...,75 € [a,b], die die Mischbedingung erfiillen,
und l6sen wir das Interpolationsproblem

k m;
s(r)= > Y MNBI(rn)=1  n=1...54

i=—dp+1 j=1

sogilt N/ = NB/ i=—dy+1,... .k, j=1,...,m,.

Beweis. Klar. O



Kapitel 3

Cauchy—Vandermonde—Splines

In diesem Kapitel untersuchen wir spezielle Splinerdume, die aus Cauchy—Vandermon-
de—Systemen zusammengesetzt sind. Wir nennen diese Rdume Cauchy—Vandermonde—
Splinerdume und ihre Elemente Cauchy—Vandermonde—Splines (kurz C'V-Splinerdume
bzw. CV-Splines). Im ersten Abschnitt werden wir sehen, daf§ im Fall der Gleichheit
aller Systeme wie in der Theorie der Polynomsplines eine Rekursionsformel fiir die Be-
rechnung einer B-Spline-Basis existiert. Im zweiten Teil dieses Kapitels betrachten wir
symmetrische Cauchy—Vandermonde—Splinerdume. Dies sind Rdume die durch Syste-
me mit zwei einfachen Polstellen an den Stellen x; — ¢ und z;11 + ¢ zusammengesetzt
sind (¢ > 0). Das Hauptergebnis dieses Abschnittes ist ein Konvergenzsatz, der besagt,
daB fiir e — 0 diese B-Splines gegen polynomiale B-Splines konvergieren.

3.1 Gresbrandsche B—Splines

Wir betrachten zunéchst den Fall, dafl alle Systeme gleich sind, woraus insbesondere
folgt, daB alle Polstellen aufierhalb von [a, b] liegen miissen.

Seien [a,b] ein kompaktes Intervall, a = 29 < 1 < -+ < 2 < Tp41 = b, d eine
natiirliche Zahl und p; € Ny fir ¢ = 1,...,k mit u; < d. Ferner seien py,...,ps €
R\[a,b] mit p; = oo vorgegebene Polstellen. Wir gehen davon aus, daf8 die Pole auf
folgende Art sortiert sind

(p17"'7pd):(907'"7097P27"‘)P2)"'7Pm7'"7Pm)7

~ ~— ——
r1 79 T™m
mit paarweise verschiedenen P, ..., P, € R\[a,b]. Firi =0,...,k sei
1 1 1 1
SZ‘Z: 1, yeeey Tl_l, gee ey geeey gy .
spat { * * x— Py (x — Py)™ x— P, (x — Bp)™m }

50
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Fiir alle zuléssigen p ist der Raum S[Z 0] ein verallgemeinerter Splineraum im Sinne
unserer Definition.

Gresbrand [4] ist es gelungen, eine Basis fur S“ | anzugeben, die der B-Spline Basis
fiir polynomiale Splines sehr dhnlich ist. Wie dort definieren wir zunéchst die schwach
wachsende erweiterte Knotenfolge z_4,1 < --- < 25 (siehe auch (2.10)).

Seien

X0 “= Xlzo0,21]
Xi = X(ziyziza]s 1= 1,...,0 —d.

Firj=2,...,dund i = —j +2,...,0 — d definieren wir die Koeffizienten

£ 57250050
i T — 2 1 per ((sz,l —pr) )i:2j
@ (z) = ———— =21
zivj—1— 2 (3 — 1)(x = pj)* per ((sz_l — pr)*)T:2 i
und
) 5=2,...,7
Zitj—1 — X 1 per ((Zi+5_2 o p'r) )T:Q,...,j

B (x) =

s=2,...,j—1"

Zivj—1 — 2 (J — 1)(z — pj)* per ((ZH_S_l — QDT)*)T:2 i1

Dabei sei perA = 3 [\ a0 die Permanente der Matrix A = (a;;) € R™*" und

UESn

S, die symmetrische Gruppe aller Permutationen der Ordnung n. Zur Definition von
x* siehe Seite 12.

Wir definieren die folgenden Funktionen (eventuell nicht erklérte Summanden setzen
wir Null):

B} :==xi, firi=20,...,0 —d,

Bl =alB7' + 5B, fiir j=2,...,d und i=—j+1,...,6 —d.

Es gilt der folgende

Satz 3.1. Die Funktionen B%,,,,...,Bj_, bilden eine Basis von S[‘; 0] (sind also ins-
besondere Elemente aus Sfi b]) und haben die folgenden Eigenschaften.

Firi=—-d+1,...,0 —d gilt:

¥\ 5=2,...,d
i) i) = e P s
(d —1)! HSZQ(ZE - ps)*
wobei die Nid_l(av) die auf Teilung der Eins normierten polynomialen B-Splines
vom Grad d — 1 sind.
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(ii) B¢ hat dieselben Glattheitseigenschaften wie NPt

(i1i) Sind alle Pole Py = --- = P,, = 00, so ist B = N*7!.

(ZU) supp Bd [Zu Zerd]

(v) Die BY sind nichtnegativ und bilden eine Zerlequng der Eins.
Beweis. Gresbrand [4] p. 54 f. O

Die folgende Abbildung zeigt das Dreiecksschema zur Berechnung der Gresbrandschen
B-Spline-Basis.

/\/\/\
\ﬂg/\/\/\

Der Nachteil dieser Splines ist, dafi sie in jedem Intervall [z;, x;1] mit demselben
CV-System konstruiert werden und somit simtliche Polstellen auBerhalb von [a, b
liegen miissen. Aber nur in einer unmittelbaren Umgebung der Polstellen unterschei-
den sich die rationalen B-Splines wesentlich von den gewdhnlichen B-Splines (siehe
Gresbrand [4] p.81ff). Deshalb liegt die Frage auf der Hand, wie sich die B-Splines
in Rdumen, deren definierende CV—-Systeme individuell verschiedene Polstellen haben
und letztere dann insbesondere im Inneren von |[a, b] liegen kénnen, von den polynomia-
len B-Splines unterscheiden. Dabei treten — je nach Wahl der Polstellen — verschiedene
Effekte auf, wie wir in den folgenden Teilen dieses Kapitels sehen werden.

o

B2,

3.2 Cauchy—Vandermonde—Splines aus CV—-Syste-
men mit zwel symmetrischen Polstellen

In diesem Abschnitt beschéftigen wir uns mit Splinerdumen, deren Bausteine spezielle
Cauchy—-Vandermonde—-Systeme I'; mit zwei einfachen Polstellen sind, von denen je
eine links von x; und eine rechts von z;,, liegt. Wir konstruieren die auf Integral =
1 normierte B—Spline-Basis und werden sehen, daf fiir einen solchen B-Spline die
Polstellen nicht nur am Rand seines Tragers Einflul auf seine Gestalt nehmen, sondern
sie diese insgesamt beeinflussen, denn 14t man die Polstellen auf die Intervallenden
zustreben, so konvergiert ein solcher Spline der Ordnung d gegen einen polynomialen
B-Spline vom Grad d — 3. Dies gibt uns insbesondere im Fall d = 4 eine einfache
Moglichkeit, zweimal stetig differenzierbare ,,Ecken“ zu modellieren.
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3.2.1 Definition, Beispiele

Seien d; > 4 und ¢ > 0. Sei

_ 1 1
= 1,x,...,a:d’_3, ,
v T—T;+€& X —Xip1 —€

FE — [Sg'he) 8(116)]

: ey Sy (3.1)
ein Cauchy—Vandermonde-System mit zwei einfachen Polstellen, die symmetrisch zu
den Intervallenden liegen. Fiir alle zuléssigen p ist der Cauchy—Vandermonde-Spline-
raum Sf; B ein IP-Raum, denn nur die beiden letzten Gewichtsfunktionen der ECT—
Systeme unterscheiden sich voneinander. Entsprechend sind natiirlich fiir alle p,q € Z
mit p < g die Rdume S| TP-Réume. Sei

SE = span{sgi’s), - sgi’e)}.

Wir betrachten wieder den Fall, da} die Dimension aller CV-R&ume gleich ist, also
d; = d fiir alle i. Wir bestimmen die auf Integral = 1 normierte lokale Basis im Raum

= R?Cfb]. Sei V}jd’s die auf Seite 42 definierte Matrix, die hier natiirlich auch noch
von ¢ abhiingt!. Die (eindeutig bestimmte) Losung des Gleichungssystems V}jd’ax =
(0,...,0,1)" bezeichnen wir mit

o ( d,e de de d,e d,e d,e )t
C= (1o sCasCitiar- s Cirtar s Civd11s - Civd1.d
Dann folgt aus Korollar 2.14, dafl
d itd—1
de . __ die (le)
T, = S,
j=1 1=i

der auf Integral = 1 normierte Spline mit Trager [x;, z; 4] ist.

Wir betrachten zunéchst einige Beispiele: Seien A > 0 und x;41 = z; + h (dquidistante
Knoten) fiir alle ¢ € Z. Mit Hilfe des Computeralgebraprogramms Maple 6 haben wir
die Koeffizenten (beziiglich der Basen aus (3.1)) der Splines 7%, 75 und r0° berech-
net. Sie sind im Anhang angegeben. Bei ihrer Betrachtung kommt man zu folgenden

Vermutungen:

(i) Der Spline rffl entsteht aus 7 durch Translation um h.

(ii) Fire — 0 konvergiert 7";-1 “ gleichmiiBig gegen Mﬁ[lg, den auf Integral = 1 normier-
ten polynomialen B-Spline (d — 3)-ten Grades maximaler Glattheit mit Tréger
(11, Ziva_1], denn durch elementare Rechnung erhilt man

1Spiter werden wir fiir die Riume S5 auch andere Basen als I betrachten, die beziiglich dieser
Basen definierten Matrizen zur Bestimmung von 7 aber wieder mit V}':d’s bezeichnen. Aus dem

Zusammenhang wird hervorgehen, was mit Vf{d’e gemeint ist. Gleiches gilt dann natiirlich auch fiir

. . d
die Koeffizienten cj’l8 .
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Abbildung 3.1: Die Splines r,° fiir ¢ = %1 157 To5G

5’0_h2+2x0h+x8 50 Toth 50 1 5’0_11h2+10z0h—|—2x%
C1q1 — YE y Cro = VTR €13 = YRR Co1 — o3 )
5,0 5h+2x0 570_—1 5’0_16h2+8x0h+$% 5,0_x0+4h
Coo = 73 ) Co3 = ER C31 = 9 13 y G392 = T8
1
5,0
= 7
6,0 3 ZL‘O2]’L + Iog + h3 + 3 $0h2 6,0 1'02 -+ h2 + 2 l‘oh
C1q1 = G 1A ) Clo = oA )
6,0 Zo + h 6,0 1
C13 = Yy C14 = A
31 h3 +45.’th2 +3.’1303 + 21 1'02}1 6.0 15 h2 + 141}0h+31§'02
6,0 0 _
Co1 = 6 It 5 Co2 = oA 5
670 3 x() + 7h 6,0 —1
Co3 = o Coq = YL
6.0 131 h3+3I03+ 117x0h2+33I02h 6.0 39h2+22x0h+3:€02
C31 = 2=

6 h4 ) 0372 - ) h4 ;
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6,0 11h + 3 Zo 6,0 1
W3S gpt = g

60  125R° 4+ 20 + T520h® + 15 20°h 60  10xoh + xo® 4 25 h?
Cq1 = 6 il ) Ca2 = o jh )
(60 _ To+5h 50 _ —1

4,3 2 h4 ? 4,4 6 h47

.. d.,0 . d . . . .
dabei ist ¢;; := lim ¢, ; Alle hier nicht vorkommenden Koeffizienten sind 0, und zwar
2. £ O 2.

konvergieren sie so schnell gegen 0, daf§ fiir einen solchen Koeffizienten gilt:

. de (i) . .
ll_I}I[l)”CLij =0 d=4,5,6.
(Wir liefern spéter noch einen Beweis fiir beliebiges d und nichtédquidistante Knoten.)

Wie man sich leicht iiberzeugt, sind die oben angegebenen Koeffizienten gerade die des
Splines M{~3,

Als Beispiel betrachten wir die Rdume R?fb] mit a = 0, b = 5, Intervallange 1 und

5, € =15 bzw. e = 555 (vgl. Abbildung 3.2.1). Etwas vereinfacht kann man

wéhlen e = 000
sagen, daf} diese Splines - bis auf die kompliziertere Darstellung - alle Vorziige linearer
Polynomsplines haben, aber nicht nur stetig, sondern zweimal stetig differenzierbar

sind.

3.2.2 Konvergenz rationaler B—Splines gegen einen polyno-
mialen B—Spline

Wir wollen jetzt — wie schon oben angesprochen — zeigen, dafl im Fall maximaler Glatt-
heit und gleicher Dimension der Raume S7 die B-Splines rf “ fiir e — 0 gegen einen
polynomialen B-Spline vom Grad d — 3 konvergieren.

Seien d; = d fiir alle 7+ und die Knoten z; nicht mehr notwendigerweise dquidistant.

Weiterhin setzen wir 0.B.d.A. voraus, dal ¢ > 1 und d < k ist, damit wir sdmtliche

Argumentationen (der einfacheren Schreibweise wegen) im Splineraum Rﬁfb} fithren

konnen. Dies ist keine Einschrankung, denn wie wir oben schon bemerkt haben, sind

sdmtliche Rdume S)7* IP-Réume, so dal wir gegebenenfalls die gleichen Schliisse in
i Tirar ziehen kénnen.

Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 3.7 benétigen wir einige Lemmata.

Das zu I’ assoziierte System in (Links-)Normalform ist (siche Lemma 1.5)

(z — x;)%72 (r — 2) Y — 25 + 2¢) ]
e e —wit+e) (w—wite) (@i — ) (T e —ay)t L

-~ -~

=pii(m) =P§,¢(w)

[1, oy (= )43
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Lemma 3.2. Firle {0,...,d—2} sei
priRsy — R, e D'pji(xiga).

Dann ist p; positiv und hat an der Stelle e = 0 einen Pol (I + 1)-ter Ordnung.

Beweis. Daf} eventuelle Polstellen von p; den Wert + oo haben, ist klar, denn p5 ; und
samtliche seiner Ableitungen bis zur Ordnung d — 2 sind positiv.

Wir miissen die ersten d —2 Ableitungen von p5 ; berechnen. Dazu nehmen wir 0.B.d.A.
x; = 0 an. Wir zeigen, dafl die n—te Ableitung von folgender Bauart ist

m —
mn xd 1

D"p (x) = Aj 3.2
P2i() ]Zl P a0z + )i (zig + e —3)) (32)

::]?]’.Lr(x)

wobei m,, eine von n abhéngige natiirliche Zahl ist, \; # 0, o, 5;,7; € Ny mit a; < n
und ; < n+ 1 fiir alle j, wobei 7, =n + 1 fiir genauein l € {1,...,m,}.

Fiir n = 0 ist die Behauptung offensichtlich richtig. Sie gelte fiir n — 1. Wir leiten einen
Summanden f7~!(z) ab, dann ist

D) — (d— et . ;o'
j otz + €)% (v +e—x)y 29t (v + )P (T + € — )7
L Bzt

209 (x4 )0 (2iq + € — )t x99 (z+ )Ptz 46 —a)0

womit aus der Induktionsannahme die Formel (3.2) und aus der offensichtlich die Be-
hauptung folgt, denn an der Stelle x = x;,; # 0 dominiert fiir ¢ — 0 der Summand, in
dessen Nenner (z;,1 +¢& — x)"*! steht. O

Bemerkung. Wir haben oben noch einmal mitbewiesen, dafl p3,; und sémtliche sei-
ner Ableitungen bis zur Ordnung d — 2 fiir alle ¢ > 0 an der Stelle x; Nullstellen
hinreichender Vielfachheit haben, was nach Konstruktion natiirlich selbstversténdlich
ist.

Sei

L= (@i — ), (1) (@i — )% b (@), b5 ()] (3:3)

ein zu I'; assoziiertes System in Rechtsnormalform, wobei alle Funktionen — also auch
hi; und h5; — im Intervall [z;, z;41) positiv sind. (Wir konnen natiirlich die Elemente
des eigentlichen Systems in Rechtsnormalform mit von Null verschiedenen Faktoren
versehen, ohne dafl dabei die Basiseigenschaft und die Giiltigkeit der Anfangsbedin-
gungen im Punkt x;,; zerstort wird.)
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Korollar 3.3. Firl € {0,...,d — 2} sei
g1 :Rsg — R, € — (—1)lDlh§7i(mi).

Dann ist g; positiv und hat an der Stelle ¢ = 0 einen Pol (I + 1)~ter Ordnung.

Beweis. Folgt aus Symmetriegriinden sofort aus vorherigem Lemma. O

Lemma 3.4. Firj=1,...,d4+t1—1undl=1,...,d se:

d . ™ d,e
Ci i Ryg — R, £ ).

Dann gilt:

(i) Fiir jede in Frage kommende Wahl der Basen in S5 ist Czl eine rationale Funk-
tion.

(it) Fiir hinreichend kleines n > 0 ist C4 |10, monoton.
Beweis. Die Elemente von V}jd’s sind Konstanten oder rationale Funktionen in ¢ (siehe
auch die Matrizen auf Seite 59f.). Dies gilt dann natiirlich auch fiir die Elemente der

inversen Matrix von V};’d’e. Da die rechten Seiten der Gleichungssysteme V}jd’a:p =
(0,...,0,1)" konstant sind, folgt (i).

Die Behauptung (ii) erhalten wir unmittelbar aus (i), wenn wir fiir n die kleinste der
(endlich vielen) Null- und Polstellen der ersten Ableitung von C'Jc-fl wahlen, die grofler
als Null ist. O

Satz 3.5. Seieni € {—d+1,...,k} und d > 4. Dann gilt:

(i) Sind die Knoten z; dquidistant mit Schrittweite h, dann erhdlt man den Spline

d g .
rii aus dem Spline r{° durch Translation wm h.

(ii) Fir alle e > 0 hat ™ genau ein Mazimum.

(i1i) Die Splines rf’a sind gleichmdf$ig beschrdankt in c.

Beweis. (1) Wéhlen wir in jedem Intervall [z;, x;i1],..., [%Titd, Titar1] das Cauchy—
Vandermonde-System in Normalform, dann sind die Matrizen Vf{d’a und V}jﬁfl’a

identisch, woraus sich die Behauptung ergibt.

(i) Der Spline < ist stetig differenzierbar, in (z;, ;,q) positiv und in den Punkten z;
und z;,4 gleich Null, daher existiert mindestens ein Maximum. Da der ECT-Differen-
tialoperator L' hier der gewohnliche Differentialoperator ist, ist L' R?Cfb] ein (6 — 1)
dimensionaler Splineraum maximaler Glattheit. Das einzige Tréagerintervall von Llrg <
ist [x;, xi1q]. Da LlRﬁfb} wiederum ein IP-Raum ist, ist nach Satz 2.7 die Anzahl der
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Nullstellen von L' in (z;, #;44) hochstens d(d — 1) — (d + 1)(d — 2) — 1 = 1. Damit
folgt die Behauptung.

(iii) Wir nehmen an, dafl rd’a nicht gleichméfig beschriankt ist. Sei x. der Punkt, an

dem 7 sein (eindeutig bestimmtes) Maximum annimmt. Wir betrachten das Netz
(r®€(x.)). Es ist lim._o 7**(2.) = oo, und da [a, b] kompakt ist, existiert ein konvergen-
tes Teilnetz () von (z.). Seien ' = lim, oz, und p € {0,...,k} mit ¥° € [x,, zp.1].
Wir wihlen als Basis des Raumes S; die Elemente des CV-Systems (3.1) (setze dort

i = p) und definieren

ds (pE €
7.7 ] ESp’

also . = rf’s\[zp@p ] Fiir alle € > 0 sind die Funktionen ¢. positiv, und auflerdem ist
fxip“ ¢.(r) < 1. Damit folgt, da8 fiir alle von x" verschiedenen Punkte = € [}, 7, 1]

gilt ¢, (r) = O(1) fiir n — 0. Wir wiihlen d von 2" verschiedene Punkte yy,...,y4 €
(2p, xpt1). Sei V, die Vandermondematrix beziiglich der oben gewéhlten Basis in den
Punkten i, ...,ys. Dann gibt es eine positive Konstante C' mit ||[V.7!]],4 < C, dabei
bezeichne || - ||,4 die Zeilensummennorm. Es ist

‘/;7(0237177 s ’ng) (@n(yl) . @n(yd))t-

Damit folgt
(Tl < IV s - () en(wa)) o = O(1), 1 — 0.

Da wir wissen, daff die ¢* schlieBlich monoton sind, folgt daraus cdE =0(1),e—0

D:J
fiir alle 5 = 1,...,d. Wir miissen nur noch c =0(e) fur j =d— 1, d zeigen. Ist o' #

o d—1 ds (ps
Tpi1, dann ist de = O(e), denn Y i7, c,5s;
(p:e)

beschrankt und s (z;11) wichst von der Ordnung e~'. Analog folgt aus z # xp, dal
dann c . =0(e ) gilt. Ist 2" ein Knoten, etwa x,,, und gilt CZ:Z # O(e), dann ist fiir
hmrelchend kleines n die (einseitige) Ableitung von ¢, an der Stelle x,,; ungleich Null,

dld,n(
le]]

wegen ¢ a7 O(e) nicht. Fiir alle n muf§ die Ableitung von ¢, an

(xpt1) ist nach dem schon Bewiesenen

denn die Ableitungen von )|
d,n (p)

) sind an der Stelle Zp+1 gleichméBig beschrankt

und die von CpliSi

der Stelle z,1; aber Null sein, weil die B-Splines stetig differenzierbar sind und bei z
das Maximum der Splines rf "Tist. Damit erhalten wir insgesamt einen Widerspruch. [

Bemerkung. Den ersten Teil des Beweises von (iii) kann man auch folgendermafien
fithren: Seien z, < ¢ < d < xp1. Auf dem Intervall [¢,d] kann man die rationalen
Funktionen z — ﬁp_a) und z — m betragsméflig nach oben abschétzen,
indem man ¢ = 0 setzt. Tun wir dies fiir alle Elemente des Netzes ¢., so erhalten wir
ein Netz stetiger Funktionen aus einem endlichdimensionalen Raum, und damit folgt
die gleichméBige Beschrénktheit der Splines im Inneren eines Knotenintervalls aus der

Aquivalenz der Normen || - ||, und |||
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Wir bestimmen das asymptotische Verhalten der Koeffizienten von ’r‘f “ beziiglich fol-
gender Systeme (= Basen der Raume S): Wir wihlen im Intervall [z;, z;11] das CV—
System in Linksnormalform in den Intervallen [z, z;44] fir j =i+ 1,...,i+d— 2 die
Systeme

1 1

‘T —xi+e T — Ty —¢€

[1’ (x - xi), el (x _ xi)df?’

und im letzten Intervall [x;4-1,2;+q] das CV-System in der in (3.3) angegebenen
Rechtsnormalform. Dann gilt:

* 0 ... 0 0 X . * O ?
0 « 0 ...... 0 0 0 * ...... x O ;2
V_Zj_: . ’ V_Z+1— E . . .
0 0 % 0 0 0 0 ....... 0+ O =5
0 teveieeinn 0 ® 0 (| I 0 O =
Firj=i+1,...,i4+d—2gilt
« 0 0o X —
0 = 0 ...... 0 —% —x
Vi =
oo 0 % 0 :
0 oo, 0 « T
0 o 0 EE
Fir j=i+2,...,i4+d—1gilt
X oo * * —?
0 * ...... * —x% —;2
VI= :
_ *
0O ....... 0 * (-1 —o
0 .......... 0 *-(-1n¢ — d*_l
Die letzten beiden Matrizen sind
X ... * ® ; x 0 o 0 0
0 % ... *x O -5 0 % 0 ... 0 0
V_li_erfl: : yitd —
0 ... 0+ o =N 0 0 % 0 0 0
0 ... 0 o XU 0 vl 0 ® 0
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Dabei steht ,,x“ fiir einen positiven Eintrag, der in den jeweils letzten beiden Spalten
durchaus von ¢ abhingen kann, es gilt aber in jedem Fall ,x = O(1)“ fir ¢ — 0.
Die Elemente ,®* sind fiir alle € > 0 von Null verschieden, insbesondere die letzten
Elemente der vorletzten Spalten von Vj und V*4 iiber das asymptotische Verhalten
fir e — 0 werden aber keine Aussagen gemacht (benétigt). Dafl die entsprechenden
Untermatrizen von V}jd’s von obiger Bauart sind, folgt aus Lemma 3.2, Korollar 3.3
und aus den Eigenschaften von ECT-Systemen in Normalform.

Der Beweis des nédchsten Lemmas beruht zum Teil auf der folgenden einfachen Tatsache:
Gegeben seien zwei reelle Folgen (a,,) und (b,) und m € N mit

4" b =0(1)  und ™ — b = O(1).

Dann gilt a,, = O(n™™"!) und b, = O(n="1).

Weiterhin gilt a, = o(n™™"!) gdw. b, = o(n~™"!), denn: Sei a,, = o(n~™"). Wir
nehmen an, daf b, # o(n~™"!) ist. Dann existiert eine unbeschriinkte Folge (¢,) mit
a,n"™ = O(p,) und b,n™ # O(p,). Damit gilt

a,n™ — b,n™ # O(1)
~—— =
=0(¢n) #O(on)

im Widerspruch zur Voraussetzung.

. . d,e de de d.e d,e d,e t .
Lemma 3.6. Es sei ¢ = (¢;1,. -+, ClqsCias - Cittgr s Civd110 -+ Cira1.a) die
Losung des Gleichungssystems V}j “x=1(0,...,0,1)", wobei wir die Basen der Riume

S; wie oben angegeben wdhlen. Dann gilt

(i) f=0(1),e—0, j=i,...i+d—11=1,..4d

(ii) i =0(e"?),e—0,j=i,...,i+d-11=d—1,4,

(iii) &5 #0(E?),e =0, j=i+1,.. i+d-2
c?v’j#o(sd”),a—m,j:z',...,z'—i—d—l.

Beweis. (i): Das haben wir schon im Beweis von Satz 3.5 (iii) gesehen, denn dort haben
wir geschlossen, dafl aus der Beschranktheit von ¢, := rf ’€|[xp,xp 1] in d Punkten die

Beschranktheit der Koeffizienten folgt. Jetzt wissen wir sogar, dafl rf “ gleichméiBig
beschrankt ist.

Zu (ii): Die ersten d — 1 Gleichungen und die Gleichungen d* — d bis d* — 2 sind

d,E _ _ d,E J—
*eCp =0, l—l,...,d—2, @‘Ci,d_lfoa

d’{;‘ _ _ d,E —
*'Cierfl,l_O’ l—l,...,d—Q, ®'0i+d71,d71_0'
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Damit folgt

¢y =0,1=1,...,d—1,

¢ =0,1=1,...,d—1.
Dies liefert uns mit (i) fiir die Gleichungen d bis 2d — 2

d, * d, *.(_1)“—1
Cz’,;g — a1 — o),l=1,...,d—1.

Insbesondere gilt

d—1
c¢e * . Cd@ *'(__1)
7/7d 8d—2 7’+17d_1 6d_2

de * d,
=0(1) = Ci,§ - Ci—i-el,d—l

*-(—1)2
cd—1 :

€d_1

Nach unserer Vorbemerkung ist das nur moglich, wenn sowohl ci’j = O(e%7?) als auch

C?—fl,d—l = O(e97?) gilt. Betrachtet man die oben angegebenen Matrizen, so sieht man,

daf man denselben Schlul auch fiir alle weiteren fraglichen Koeffizienten c?’f machen
kann, womit (ii) bewiesen ist.

Zu (iii): Mit (i) liest man aus den Matrizen V'™ und Vi *' direkt ab:
¢ =o(1), 1=1,....d—3. (*)

Wir nehmen an, daf (iii) verletzt ist. Dann folgt aus der Vorbemerkung und mit den-
selben Argumenten wie oben, daf fiir alle fraglichen Koeffizienten cj”f = o(e%72) gilt.
Damit erhalten wir aber zum Beispiel

de * d, - (—1)t
Cint Pl i1 EEpvECE o(1),

und somit c?f17d_2 = o(1), woraus mit (*) C?fl,l = o(1) fiir alle I = 1,...,d — 2 folgt.
Denselben Schlufl kann man jetzt in allen weiteren Intervallen ziehen. Wir erhalten, dafl
simtliche Koeffizienten vor Polynomen fiir ¢ — 0 gegen Null konvergieren. Damit folgt
mit (i), daB fiir hinreichend kleines e gilt |r{||_ < :vdﬂia:ﬂ woraus wir ||[r°|[, < 1

und somit einen Widerspruch erhalten. O

Wir haben jetzt alle Vorbereitungen getroffen, um den angekiindigten Konvergenzsatz
zu beweisen.

Satz 3.7. Ser d > 4. Seien rf’a der auf Integral= 1 normierte B-Spline im Raum

R([ifb} mit Trager [z;, Tiyq] und Mid+_13 der auf Integral= 1 normierte B-Spline im Raum
P([ja_bg]vmax mit Trager [T;1, Tiva—1]. Dann gilt

lim || D™ — D" M3 =0, m=0,....,d— 4.

e—0
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Beweis Seije{i,....,i+d—1}und ! € {1,...,d}. Wir betrachten den Koeffizienten
c;; z Erist fire — 0 beschrankt und schheﬁhch monoton, also existiert e z = lim,_,g cf ]
und ist eine reelle Zahl.

Sei zunéchst [ € {1,...,d—2}. Sei m € Ny. Da sl(j <) = 31 ) fiir alle € dasselbe Polynom
ist, erhalten wir, dafl Dmcdssl fiir ¢ — 0 gleichmaBig gegen chDmle ) konvergiert.

Sei jetzt | € {d — 1,d}. Dann gilt wegen cjf = 0(e??)

|Dmes? N, = G ID™ sl = 0(1), € = 0, m=0,....d —4,

. : d
denn die Koeffizienten c;

7, 1 gilt, da ||Dms§j"g)||OO =0(e™ ) firm=0,...,d — 2 ist (siche die Matrizen auf
Seite 59).

0, und cffde 41 sind identisch Null, und fiir die restlichen

Da die Koeffizienten vor den Polynomen im ersten und letzten Intervall verschwinden,
erhalten wir insgesamt, dafl

i+d—2 d—2

bt (3 St )| <o m=0

j=i+1 1=1

lim

e—0

gilt, also die ersten d — 4 Ableitungen von lim rf “ mit denen eines Polynomsplines
maximaler Glattheit vom Grad d — 3 mit Trager [z;11, Z;1q_1] libereinstimmen, fiir den
auf Grund der gleichméfiigen Konvergenz gilt

i+d—2 d—2

Titd itd—1 i+d—1
d, : d
E E c D(r —ay) T do = lim r{"*(z) dz = lim ri(x)de = 1.
Tit1 e—0 e—0
7

Tit1 j=i+1l I=1 Tit1
Damit folgt die Behauptung. O]

Beispiel. Im Fall d = 4 bedeutet dies: Der B-Spline 7“ ° konvergiert fiir ¢ — 0
gleichméBig gegen eine Hutfunktion die auf [x;, 1, z;,3] definiert ist, ndmlich

0 fiir x € 2, 2ip1) U (Tig3, Tiga
48 J— 1 . _ Ti41 . ) )
l{%r (.77) T Tip2—miqn Tip2—Tit1 fir x € [x%+17$z+2)
—1 . Ti+3 . ) ]
Ti43—Ti42 Tit3—Tit2 fir x € [$z+2ax2+3]

Die erste Ableitung konvergiert noch punktweise:

0 fir x € [Ii, xi+1) U {C(]Z‘+2} U (J]i+3, JZZ'+4]
. 4, ..
}713(1) Dr;*(z) = m fir © € [xi41, Tit2)

1

7xi+3—xi+2 fur xr & (Q?i+2, l’i+3]

Die zweite Ableitung ist fiir ¢ — 0 in allen Knoten unbeschrénkt.

Die Abbildung 3.2 verdeutlicht dieses Konvergenzverhalten an der Stelle z;,5. Dabei
wurden z; =0, ;01 =1, 2,00 = 2, ;43 = 4 und z;,4 = 5 gewdhlt.
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Abbildung 3.2: Dir}*, j = 0,1,2 in einer Umgebung von ., fiir ¢ = -~ (oben) und

100
L (unten)

€ = 1000

3.3 Splinerdume aus CV-Systemen mit unsymme-
trischen Polstellen

In Kapitel 3.3.1 werden wir Satz 3.7 verallgemeinern, indem wir fiir die ersten d — 2
Funktionen ein beliebiges aber in jedem Intervall dasselbe CV—System zulassen. Im
letzten Abschnitt werden wir ein Beispiel betrachten, das zeigt, dafl bei einer anderen
Verteilung der Polstellen im vierdimensionalen Fall die rationalen Splines nicht gegen
eine Hutfunktion sondern gegen eine charakteristische Funktion konvergieren.

3.3.1 Eine Verallgemeinerung des Konvergenzsatzes
Seien ry > 1,19 =13 =1, Z;”:lrm =d,e>0und Py,..., P, ¢ [a,b]. Sei

1 1 1
'r—zit+e v —xi—c x— P
1 1 1
N 7oy TRk ey RN ey =wa o

g .__ ri—1
I = |lLzx,....x

Wir betrachten den Raum S“ fur ein zuldssiges p. Wir konnen das obige CV-System
so umordnen, daf§ wir das (7"1 —|— 1)~te und (r; + 2)-te Element an die vorletzte bzw.
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letzte Stelle des Systems schreiben, also

1 1 1 1
Sy R N FRIER oy~ RELRY prpeny o
1 1
-zt r—xi —el

e O ri—1
I'; = [1,:17,...,$

Da dies die einzigen Funktionen sind, die von ¢ abhé&ngen, ist der Splineraum, der von
den umsortierten Systemen definiert wird (= der Splineraum, der von den Systemen
(3.4) erzeugt wird) ein IP-Raum. Dasselbe gilt natiirlich auch, wenn die rationalen
Funktionen in verschiedenen Intervallen verschieden angeordnet sind. Wir miissen nur
darauf achten, dafl Funktionen, die gleiche Polstellen haben, in aufsteigender Ordnung
der Pole hintereinander stehen.

Der Grund fiir diese etwas umstédndlich wirkende Herangehensweise ist, dal wir es so
vermeiden, fiir die von € abhéngigen rationalen Funktionen den Lemmata 1.5 und 3.2
entsprechende Aussagen zu beweisen, was im Fall, daf§ diese Funktionen am Ende der
Systeme stehen, ungleich aufwendiger ist. So konnen wir auf die Ergebnisse des letzten
Abschnitts unmittelbar zugreifen, denn die anderen rationalen Funktionen hangen nicht
von € ab, womit die entsprechenden Eintrage in den Vandermondematrizen fiir ¢ — 0
trivialerweise beschréankt sind.

Wir untersuchen wieder den Fall maximaler Glattheit. Sei 7 erneut der auf Integral
= 1 normierte B-Spline mit Tréger [z;, z;14]. Falls Hilfsknoten --- < z_5 < x_; < a
oder b < zj19 < i3 < ... bendtigt werden, miissen wir hier natiirlich darauf achten,
daB sie sdmtlich echt zwischen dem gréfiten Pol, der kleiner als a ist, und a bzw. echt
zwischen dem kleinsten Pol, der grofler als b ist, und b liegen. Wir gehen aber wieder
0.B.d.A. davon aus, dafl supp r;l’g C [x1, zg] ist.

Sei gf;lz der auf Integral = 1 normierte B-Spline mit Tréger [x;, 1, Z;14—1] im Splineraum
maximaler Glattheit, der von den (identischen) (d — 2)-dimensionalen CV—-Systemen

ri—1

1 1 1 1 ]

7‘/177 7‘/'17 7x_P47 7(1,’—P4>T47 7x_Pm7 7($—Pm)rm

erzeugt wird. Wir erhalten die folgende Verallgemeinerung von Satz 3.7:

Satz 3.8. Es gilt:

lim [ D™ — DglP] =0, m=0,....d—4.
Beweis. Wir miissen nur zeigen, dafl sémtliche fiir den Beweis von Satz 3.7 benotigten
Aussagen auch hier gelten. Da das erste Element jedes CV-Systems eine Konstante ist,
ist die Giiltigkeit aller Sdtze und Lemmata bis auf Lemma 3.6 (ii) und (iii) unmittelbar
klar. Um die asymptotischen Aussagen fiir die Koeffizienten der Splines zu zeigen,
benutzen wir die folgenden Systeme: Im Intervall [z;, z;41] das Linksnormalsystem von
I ,in (@441, 7i+q) das Rechtsnormalsystem von I'f, ;| und in den inneren Intervallen
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die Linksnormalsysteme von I'¢ 415+ U5 g 9, nur dal wir die beiden letzten von e
abhéngenden rationalen Funktionen in ihrer urspriinglichen Gestalt belassen. Dann
unterscheiden sich in ihrer ,asymptotischen Form®“ nur die Matrizen Vj, Vet Vde_l
und V' von denen auf Seite 59. Wie im Beweis von Lemma 3.6 folgt

¢y =0,1=1,...,d—1,

i =0,1=1,...,d—1,

denn wir arbeiten im ersten und letzten Intervall wieder mit einem Normalsystem. Der
einzige Unterschied zur dortigen Situation ist noch, daf} hier die Eintrége in den letzten
Spalten von V™! und Vfrd’l samtlich von Null verschiedene Konstanten sind. Deshalb

beginnen wir mit der Bestimmung der Asymptotik der c?f =1+ 1,...;04+d—2,

Il = d—1,d (man beachte die unterschiedliche Anordnung der Funktionen in den
Systemen) nicht am Knoten z;,, sondern bei z;,2. Es gilt

d, —* d, - (—1)4! d, —* d, - (—1)7
Cif1,d cd—2 Ci:2,d—1 = o) = Ci+€1,d cd-1 Cz‘-f?,d—l Tad-1

Mit den Argumenten von oben erhalten wir

i =0E"?),e =0, j=i+1,...,i+d—2,1=d-1,d
und

¢ #0(Ee?), e =0, j=i+1,...itd—21=d—1.d.
Wir miissen nur noch

d,e d,e
Cid = o(1) = Citd—1,d (3.5)

zeigen. Mit dem eben Bewiesenen erhalten wir, wenn wir die jeweils letzten Zeilen von
Vit und Vi bzw. VI und Vit betrachten,

*-cf”j +0o(1)+ 0" =0 und o(1) + O(e47?) + *‘C?qu,d =0,

woraus (3.5) folgt.

Jetzt 148t sich der Beweis von Satz 3.7 auf die hier vorliegende Situation {ibertragen,
wobei eventuelle Modifikationen nur Schreibweisen betreffen. O

3.3.2 Ein weiteres Beispiel

Satz 2.7 gibt uns die Freiheit, die beiden letzten Funktionen der Cauchy—-Vandermonde—
Systeme, die den Splineraum erzeugen, frei zu wihlen, wihrend die ersten d — 2 Funk-
tionen identisch sein miissen und sie somit nur Polstellen auerhalb von [a, b] besitzen
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0.6
0 I S y
Abbildung 3.3: Der Spline 75 fiir e = &, & = 145 und € = 55

diirfen. Im letzten Abschnitt haben wir die frei wahlbaren Funktionen so gewéahlt, dafl
sie jeweils links von z; und rechts von x;,; eine (einfache) Polstelle hatten. Wir wer-
den jetzt Systeme betrachten, in denen beide frei wiahlbare Funktionen ihre Polstellen
entweder rechts von x; oder links von ;1 haben. Der Einfachheit halber beschrinken
wir uns auf Systeme der Form

re= 1.z ... 23 1 1 }
3 ) b ) ’aj—pz’<l‘—pl)2 )

mit p; = x; —e oder p; = x;,1+¢€. Assoziierte Systeme in Normalform sind nach Lemma
1.6: Firp, =2z; — ¢

— x;)%72 (x — x;)%
e :|:1,,’13‘—13i,...,13—$id73, (x xl) . i|,
" ( ) ( ) el 2 —xi+e) e o —a; + 5)2
pg&) P
und fiir p; = ;41 + €
— )42 _ )d-1
F;_ — |:1’ . (ZE—Zl?i)d_g, (1‘ de) , (SL’ dxz>
(l‘i+1—xi+€) 72($i+1—$+€) (xi+1_$i+€) 71<$i+1—x+€)2

Es ist klar, daf§ p{ und alle seine Ableitungen an der Stelle z;,; fiir ¢ — 0 von der
Ordnung O(g472) sind. Ahnliches gilt fiir p§, hier mit der Ordnung O(e%1).
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Wir betrachten den Fall d = 4 und wahlen p; = x;.1+¢€, pir1 = Tiv1—€, Pive = Tirz+E€
und p; 3 = x;3—¢. Sei r§ der auf Integral = 1 normierte B-Spline mit Tréger [z;, z;4]
im Splineraum maximaler Glattheit.

Mit den Methoden des letzten Abschnittes kann man zeigen, daf} r; fiir ¢ — 0 punktwei-

1

se gegen das Wffache der charakteristischen Funktion auf dem Intervall [z;,1, ;1 3]

konvergiert (slie?)he ZKbbildung 3.3).



Anhang: Koeffizienten einiger
symmetrischer
Cauchy—Vandermonde—Splines

Fiir die Dimensionen vier, fiinf und sechs geben wir die Koeffizienten des B—Splines
7"3’8 an, wobei als Basen der Rédume S; die iiblichen Cauchy—Vandermonde-Systeme I'5,
also

pe = 1w o — L ],n:2,3,4
T—x;+€ x—Xipq —€

gewahlt wurden.

Koeffizienten von 7’81’6 (Aquidistante Knoten, Schrittweite h)

e E(hte) (zo—h) ae_ = (hte)
017 2(3e2 + 3he + h2) h*’ 02 2(3e2 + 3 he + h2) h*’
e _ —<” (h+¢)* e _ —<? (h+e)
03 2 p4 (h3 + 5 h2 + 9he® + 6¢3)’ 04 24 (h3 + 5 h2% + 9he® + 6¢3)’
e _ 3het + 3tz + 63x0h 4+ 6 h2e® + 9e2h2x
Lt —2(3e2 + 3he + h2) h?
9h3e? 4+ 6exoh® + 6 hte +2h° + 2 hix
—2(3€2 4 3 he + h2) hA ’
e _ 3e* +6he® +9h%e? 4+ 6h3% +2h
127 2 (32 + 3 he + h2) h* ’
e _ (3% +9he* +12h%e% + 10 h3e? + 5 he + h®) &2
1,3 —

2h* (h3 +5h2% + 9he? +6¢3) ’

68
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se (384 6he?+6h% +20%) (h+e)’e?

AT TR (B3 £ 5k + Ohe + 623)

4o 3wy +63x0h + 9e’h?xg + 6exoh® + 9 het
C =

21 2 (32 + 3 he + h2) bt

18 h2e® 4+ 27 h3e? + 18 he + 6 h> + 2 hix
2(3e2 4 3he + h?) h? ’
4e 3t +6he® +9h%? +6h% + 201

2= —2(3e2+ 3he + W)t

e (33 +6he® +6h% +2h3) (h+e)’ e
23 2h4 (h3 +5h2e + 9 he? + 6¢3) ’
1o — (38 +9he +12h%3 + 10 h3e* 4+ 5 h'e + h°) &2

24~ 2h4 (h3 4+ 5 h2e + 9 he? + 6¢3) ’

e _ —e2(h4¢)*(xg+5h) e _ e2(h+¢)’
BL79(3e2 +3he + h2) b4’ 32 2(3e2 + 3he + h2) bt
de e2(h+¢)’ de % (h+¢)?

©3 T QKT 1 5% + 9he? + 663) T 2WT(WB 4 5h% + 9he? + 663)

Koeffizienten von r,° (diquidistante Knoten, Schrittweite h)

se (€2 +he—kh+k*+h?) e (h®+3h% + 3he* + €

1T T U5 (66t + 12hed + L1122 + hhde + hA)
(2k —h) e (h® + 3h%e + 3he* + €%)

40 (6e*+ 12 he® + 11 h%e? + 5 h3e + h*)’

5e e3 (h® + 3h%e + 3 he? + ¢°)
037 TUR5 (Gt + 12hed + 1122 + 5 hde + hd)

5e (h3 + 3 h%e + 3he? + €3) eT
04T 415 + Thie + 21 he? + 347265 + 30 het + 12¢5) b5

5o (h+e)®e® (e* +4he + 6h%e? + 4h%e + hY)
05 = T4 (15 + 7 he + 21 h3¢2 + 34 h2e3 + 30 hel + 12¢5) h>
5. 1Th*e® 4+ 2e%k? + 4 khe® + 23 h3e® + 12 kh?e® + 6 €°k*h + 24 h'e* + 12 ¢*k>h?
b 215 (6 e + 12 hed + 11 h2e2 + 5 he + h?)

N 19 hPe® + 28 kh'*ed + 14 e3k2h® + 12 h%e? + 11 2k2h* + 22 kh°e® +5h7e
2h5 (6e* + 12 he3 + 11 h2e? + 5 h3e + h*)
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24 kh3e* 4+ 2e® + 8 he” + 10 kh®e + 5 ek?h® + h8 + k2hS + 2 kW7
2h5 (6e* + 12 hed + 11 h2e? + 5 h3e + hY) ’
s 12kh%e* + 14 kh3e® 4+ 11 kh'e® + 5 kh®e 4+ kh® + 2 he® + 6 h?e® + 12 h’e*
Lz (6t + 12 hed + 11 h2e + 5 hde + h*) h?
2keS + 6 khe® + 14 h'e® + 11 h%e? + 5 hbe + A7
~ (6e*+12hed + 1102 + 5hle+ hA)h>
5. 265+ 6he® + 12Rh%* + 14 h%e® + 11 h'e? + 5 hde + hS
1

c

L8 = 2(6et + 12hed + 11 h2e2 + 5 hde + ht) ho ’
5 (4e"+16he® + 30h%° + 38 hie* 4 35 h'e® + 21 hPe* + T hPe 4 A7) €
e = —A15 (1P + Thie + 21 h3e2 + 34 h%ed + 30 hel + 1269) ’
se (A€ +24heb 4 66 h2e7 4 106 hPe* + 105 hie® + 63 hie? + 21 hoe + 317) 8
15 = 415 (h5 + T hte + 21 h3e? + 34 h2e3 + 30 he* + 12¢7) ’
e 1207 442120 1 3R + 15 khe® 9Pk + 45 kh2® + 841 + 143 bt
2,1 —

—2(6e* 4+ 12 he3 4 11 h2e? + 5 h3e + h) hd
N 21 e*k2h? 4 105 kh3e* + 160 hoe® + 27 e3k%h3 + 135 kh'e? 4 22 e2k*h* + 3 ¢8
—2(6e*+ 12 he3 + 11 h2e? + 5 h3e + h*) h?
123 h%e? 4 110 kh®e? + 50 kh®e + 55 h'e + 10 ek?h® + 2 k?hS + 11 h8 + 10 kA7
* 2 (6" + 12he® + 1122 4 5 1Pe + ) I ’
6 ke® + 15 he® + 45 h%e® + 18 khe® + 42 kh%e* + 105 h3e* + 135 hte?® + 54 kh3e?

5e
@27 215 (6t + 12 he® + 11 h2e? + 5 hde + 1)
44 kh*e? + 110 hoe? + 50 hbe + 20 khPe + 4 kh® + 10 h7
2h° (6e* + 12 he® + 11 h2e? + 5 hde + h?) ’
5e 3e8 +9hed + 21 h2e* + 27 h3e? + 22 h*e? + 10 hPe + 2 h®
23~ —2h5 (et + 12 he® + 11 h%e2 + b hie + hA) ’
sc 3(2e"+10he + 24 h%e® + 36 he® + 35 h'e® + 21 he? + Thbe 4+ h7)
247 415 (h5 + 7 hte + 21 hPe? + 34 h2e3 + 30 het + 12¢7) ’
5e  3(2€7+10he® + 24 h%e® + 36 he" 4 35 h'e® + 21 hoe* + ThPe 4 h7) €
@5 = AR5 (h5 + Thie + 21 h3e2 + 34 h2e® + 30 het + 12 ¢5) ’
5 8 he™ + 47 h%e5 + 2 eCk? + 16 kheb + 6 €*k2h + 48 kh2e® + 113 h3ed + 204 he?
‘a1 = 215 (et + 12hed + 11 h2e? + 5 hie + hb)
268 4+ 96 kh3et + 229 hoe? + 14 e3k2h3 4+ 112 kh*e? + 11 e2k2h* 4 177 hbe?
* 275 (6t + 12 he® + 11722 + 5 e + 1)
12 ek2h? + 88 khOe? + 40 khbe + 80 hTe + 5 ek?h® + k2h® + 16 hS + S kA7
* 275 (664 + 12hed + 11h2e2 + 5 hde 1 ) !
e _ 2keS + 8 he® + 24 h%ed + 6 khe® + 12 kh?et + 48 h3et + 56 hie3 + 14 kh3e3
3,2 —

hd (6 e* + 12 he? + 11 h2e? + 5 h3e + h*)
11 kh*e? + 44 hoe? + 20 hPe + 5 kh®e + khS + 4 A"
B W5 (6et + 12he3 + 11 h%e2 + 5 hde + ht)
5. 2e5+6he® +12h%* + 14h%e® + 11 h*e? + 5he + h®

8= 215 (6e + 12 he® + L1 h%e? + 5 hPe + hd) ’
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(4e* +12he® + 18h2%e® + 12h% + 3h*) (h +e)*e?

5.
B4 AR5 (W5 + Thte + 21 W32 + 34 h%ed + 30 het + 12¢5)

5. (4e” +16he® + 30 h2e® + 38 hPe* + 35 h*e® + 21 hPe? 4+ ThPe + h') ¢?
s = 415 (W5 + 7 hie + 21 hPe2 + 34 h2e® + 30 het + 12 ¢5) ’
e _ e (h+e)’ (e + he + k* + 31 h2 + 11 kh)

B 4 h5 (66t 4 12 hed + 11 h2e® + 5 h3e + ht)’

5o e (h+e) (2k+11h)

“2 T AR (6t + 12he® + 11122 + 5 lde + hi)’

5, e’ (h + €>3
“8 T TUR5 (6t + 12hed + 11h%e + 5 hde + ht)

5.6 e’ (h+ 6)7
“4 T 15 (B5 + 7 hte + 21 hBe® + 34 h2e3 + 30 het + 12¢€5)’

e’ (h+e)?

5,
5 AR5 (W + Thte + 21 h3e2 + 341263 + 30 he* + 12¢5)

Koeffizienten von 7“8’5 (iquidistante Knoten, Schrittweite h)

675 —_
Co1 —

6,

Coo =

6,6
Co,3

6,
Co,4

6,6

Cos =

6,
Co.6

(woh? — zohe + 2 he? + xo%h — 2¢® — woe?) (4 h3e + 6 h?e? + 4 hed) &t
—12h8 (hS 4+ 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? + 30e5h + 10£6)
h7et +h3e® +2h8&5 +2h% &0
—12R8 (RS + 7 hde 4+ 22e2h* + 403h3 4+ 45e4h? + 30°h + 10£6)’
(h? 4+ he — 2xoh + 3% + &%) (W + 4 h3e + 6 h2e® + 4 he® + &%) et
—12h8 (hS + 7 hde 4 22e2h* + 40e3h3 + 45e*h? + 305h + 10&5)
(=3x0+ h) (h* +4h3 + 6h2e? + 4 he® 4 &) et
—12h6 (hS + 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? 4+ 30e%h + 10£6)’
(h* + 4 h3e + 6 h?e? + 4 hed + &) et
—12h8 (—12h6 + 7 hoe 4+ 222h* + 40e3h3 + 45e*h? + 30eh + 10&5)’
(h* +4h3 + 6h%e? + 4 hed + %) &
—12h6 (AT + 9 hbe + 36 hbe? + 84 hie3 + 125 h3e* + 120 h2e® + 70 heb + 20£7)’
(9 h% + 36 h7e? + 84 hOe® + 126 hoe* + 126 h'e® + 84 h?eS + 36 h?e™ + 9 he®) &t
—12 (Rh" + 9 hbe + 36 hoe? + 84 hie3 4 125 h3et + 120 h2ed + T0 heb + 20€7) hS
hoet +et3
—12 (A7 + 9hbe + 36h5e? + 84h4e3 + 125h3e 4 120h2e® + T0heb + 207) A6’

_|_

+
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e 2h%xo° +15h%% + 620°h” 4 15 heBug® + 60 £ wo*h? 4+ 42 1°hPe + 285 29°h°e*
L1 —12R6 (RS + 7 hBe + 222h4 + 40 3h3 + 454h2 + 30£5h + 10£9)
132 292h"e? + 240 202h8® + 2 A + 20 ha3e™ + 50 h2xy3e8 + 80 h3xy3ed
—12h8 (h6 4 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? + 30e%h + 10£9)
A4 hOx3e? + 14 h7xy3e 4 134 £oh8e? + 254 xoh"e3 + 327 xohbe? + 315 xoh®e®
—12h8 (hS + 7 hoe + 222h* + 40 e3h3 + 45e*h? + 30e5h + 10 £9)
75 xoh?e® 4+ 25 xohe® + 5 xpe!? + 14 h'0 + 46 h%e? + 94 h8e3 + 137 h7e?
—12h8 (A6 4 7 hoe + 22 2h* + 40e3h3 + 45 e*h? + 30e5h 4 10 £9)
95 htzg3et 4+ 240 2o2h*e® 4+ 120 K28 + 60 h*e™ + 42 xoh’c + 6 oh'°
—12h0 (RS 4 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? 4 30°h + 10 £9)
245 xoh*eb 4+ 150 hbe® 4 150 zgh3e™ 4 80 hPxy3e® + 150 2y2h3el + 5 xy3e®
—12h6 (hS + 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? + 30eh + 10e6) '
315 h5e® + 510 + 480 2ghbe® + 12 20h® + 264 xoh"e? + 84 2oh8e + 570 zohde?
12h6 (RS 4+ 7 hoe + 222h* + 40 e3h3 + 45e*h? 4+ 30°h + 10 £9)
158202 + 60 he"xo? + 240 howo2e® + 285 htz2et + 240 h3e®xy? + 150 h2e8xy?
12h6 (hS + 7 hoe + 22 2h* + 40 e3h3 + 45e*h? + 305h + 10£6)
42 h7xzg%e + 6 h¥xo2 + 120 e”2oh? 4+ 30 8x9h + 75 h2e® + 25 he? + 245 h*eb
12h6 (RS 4 7 hoe + 22e2h* + 40 e3h3 + 45e*h? 4+ 30£5h + 10 £9)
150 h3™ + 300 xoh3e + 134 h3e? + 254 h7e + 6 h'° + 42 A%
12h6 (RS 4 7 hoe + 222h* + 40 e3h3 + 45e4h? 4 30£5h + 10 £9)
327 hbe* 4 480 xgh*e® + 132 hbxy2e?
1218 (hS + 7 hoe + 22 e2h* + 40e3h3 4+ 45e*h? + 30°h + 10£6)’
e 2 h8zo + 14 h"zoe + 44 h20e% + 80 hPxpe® + 95 htzpe* + 50 h2z0eb + 20 hape”
A —4R6 (RS 4 7 hoe + 22 e2h4 + 40 £3h3 + 454h2 4 30 5h + 10 £6)
14 hBe + 44 h"? + 80 h®e® + 95 hoe* + 80 h*e® + 50 h3e® + 20 h?e™ + 5 he®
—4h8 (h® + 7 hPe + 22e2h* + 40e3h3 + 45e*h? + 305h + 10£6)
2hY 4 5208 + 80 h3w(e®
—4hS (kS + 7 hde + 222h* + 40230 + 45e*h? + 30e%h + 10&6)’
o 2h8+14h7e 4+ 442208 + 80e%h5 + 95e*h? + 80£°h% 4+ 5050 + 20e"h 4 58
A hS (12h8 + 7 hde + 22 £2h* 4 40 £3h3 + 45e4h2 + 30£5h + 10 &9) ’
. (84 hbe® + 126 hoe* 4+ 130 h*e® + 100 h3e8 + 60 h2e” + 25 he® + 5¢%)
5 12h8 (W7 + 9 hbe + 36 hPe2 4 84 hie3 + 125 h3s* 4 120 h2e5 4 70 heb + 20 £7)
(h® + 9 k¥ + 36 h7e?)
T Tone (h7 4+ 9 hbe + 36 h®e? 4 84 h*e3 + 125 h3e* + 120 h2e5 4+ 70 heb 4 20€7)’
(144 h7e? 4 336 hbe® + 504 hoet + 505 h'e® + 340 h3® + 150 h2e” + 40 he®) e
12h8 (AT 4 9 hSe + 36 hoe? + 84 h*e3 + 125 h3e* + 120 h2eb + 70 heb + 20€7)
(4h? +36h% +5e%) et
12h8 (BT + 9 hSe + 36 hoe? + 84 hie3 + 125 h3et 4 120 h?e® 4 T0 heb + 20€7)’

C

676 —
Cl2 =

+

6
€

+

6
€1

67
Cl’

[e2Nu]

6,
Cl:

+
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p 3h8x03 + 21 292h” + 35 heBxy? + 140 €7x0%h? + 147 20°h3s 4+ 980 xo2hoe?
C27 —

= 6hS (hS + 7 hPe + 22 £2h* + 40 £3h3 + 45£%h2 + 30£5h + 10 £5)
462 £92h7e? + 840 w2h8e® + 31 bt + 20 hag®e™ + 60 h2x¢3c® + 110 h3x3e®
6h8 (hS + 7 hoe 4+ 222h* + 403h3 + 45¢*h? + 30e%h + 10 £9)
6 hOx¢3e? + 21 hwo>e + 993 xohBe? 4 1821 zoh"e® + 2168 zohbe?
6h0 (RS + 7 hde 4+ 22e2h* 4+ 40e3h3 4+ 45*h? 4+ 30>h + 10 %)
430 zoh3e” + 145 xoh2e® 4 25 20he® + 5 2o’ + 217 A% + 689 hoe?
6h8 (h® + 7 hde 4+ 22e2h* 4+ 403h3 + 45¢*h? + 30e%h + 10£6)
1425 h8e® + 965 h5e8 + 480 h*e” + 195 h3e® + 50 h2e” + 10 he'® + 315 z9h’%
6h0 (RS + 7 hde 4+ 22e2h* + 40e3h3 4+ 45e*h? 4+ 30h + 109)
770 202h*ed + 6140 htxp3e 4 1780 xohSe® + 1289 h¥e3 4 45 xoh!°
6h0 (RS + 7 hde + 22e2h* + 40e3h3 4 45¢*h? 4+ 30%h + 10£9)
5x0%e® + 420 29?h3e® 4 120 hPzoPe® + 1060 zoh'c® + 1602 h7e*
GRS (hS + 7 hde + 222h* + 40303 + 45e*h? + 30eh + 10e6)’
6e 2168 hSe* + 1780 hoe® + 519 + 1680 2oh8e® + 42 2oh® + 924 2oh"e? + 294 xoh8e
22~ 616 (RS + 7 hoe + 2222h% + 40 3h3 + 45402 + 305k + 10£)
158202 + 60 heTxg? + 360 hPxo2e® + 420 htxy?e* + 330 h3ePxy? + 180 h2ex?
—6h8 (hS + 7 hoe + 22e2h* + 40 e3h3 + 45e*h? + 30e5h + 10£5)
63 h7zo2e + 9 h8x? + 280 "xoh? + 70 e8x0h + 145 h2e® + 25 he® + 1060 h*eb
—6h0 (RS + 7 hoe + 22e2h* + 40e3h3 + 45e*h? 4 30°h + 10 %)
840 xoh3e® + 430 h3e™ + 993 h¥e? + 1821 h'e® + 45 h'0 4 315 h%¢
—6h8 (hS + 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? + 30e°h + 10£5)
1960 zoh®e* + 1540 2h*e® + 198 hbxy2e?
—6hS (hS + 7 hbe + 222h* + 4030 + 45*h? + 30e5h + 10£6)’
6e 2104 14T h% 4+ 9hPxy + 63 h woe + 462 h7e? + 198 hfxoe? + 840 hfe® 4 980 hPe?
23~ G 1S (WS + 7 hoe + 222204 + 40303 + 4564h% + 3025k + 1020)
770 h*e® 4 330 h3xpe® + 420 h3e8 + 140 h%e” + 180 h2xe® + 35 he® + 60 hape”
6 h6 (hS + 7 hPe + 22e2h* 4+ 40e3h3 + 45*h? + 30h + 10£9)
420 h'xoet + 360 hPxoe® + 15 29
o w (h8 4+ 7 hPe + 22e2h* 4+ 40e3h3 4 45 e*h? + 30£5h + 10£6)’
6.  3h®+21h"e + 66c2h° + 120e®h° + 140e*h* + 110°h® 4 60e°h* + 20e™h - 5¢°

_|_

24~ “6hS (1S + 7 hoe + 222ht + 4023h3 1 45 24h2 + 3055 + 10£9) ’
e _ (2h° + 18 hBe + 72 h"e? + 168 h®e3 + 255 hte® + 180 h3eb + 90 h%e” + 30 heb®) &t
25 —6 (A7 + 9 he + 36 h5e2 4 84 hig3 4 125 h3et + 120 h2e5 + 70 he® + 20 £7) hb

252 hoe® + 513
—6 (h7 + 9 hbe + 36 hoe? + 84 hted 4 125 h3e* + 120 h2e5 + 70 heb + 20e7) hS’
e _ (3h% + 27 hBe + 108 h7e? + 378 hPet + 380 h'e® + 260 h3e5 + 120 h?e™ + 35 he®) &t
207 6 (hT +9hbs + 36 h5e2 + 84 hie3 4 125 h3et 4+ 120 h2e5 + 70 heb + 20£7) hb
252 hfe” 4+ 5¢t?
—6 (A7 + 9 hbe + 36 hoe? 4+ 84 hie® + 125 h3e 4+ 120 h2ed + 70 heb + 20&7) h6’

+

_|_



74 Anhang: Koeffizienten einiger CV—Splines

308203 + 33 292hY + 55 helry? + 220 €7x02h? + 231 202h8e + 1540 xo2h<?
—6hS (hS + 7 hoe + 22e2h* + 40 e3h3 + 45e*h? + 305h + 10 £9)
726 9°h"e® + 1320 29*h%® + 131 h'! + 20 ha®e” + 60 h?x°e® + 110 hxy’e®
—6h0 (h8 4 7 hoe + 22e2h* + 40e3h3 + 45e*h? 4+ 305h + 10 £9)
120 hozp3e® + 21 h e + 2577 xohBe? + 4701 x0h"e® + 5528 xohbect
—6hS (hS 4 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? + 30e5h + 10£6)
2500 2ohte® + 910 2oh3e” + 265 mgh%e® + 25 wohe® + 917 h1% + 2893 h¥<?
—6h8 (hS + 7 hoe + 22£2h* + 40 e3h3 + 45e*h? + 30e5h + 10£5)
5295 he® + 3235 h®e8 + 1380 he™ + 495 h3e8 + 100 h2e” + 20 he'® + 819 zyh’¢
—6h0 (h8 4 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? 4+ 30°h + 10 £9)
5317 h¥e3 + 4420 xoh5e® + 140 h*z3e* 4 660 202h3® + 5 2¢3e® + 117 2oh!°
—6hS (RS + 7 hPe 4+ 22e2h* + 40e3h3 + 45*h? + 30e°h + 10£9)
66 h8xy3c? 4+ 6366 h'e* + 1210 22h*e® + 5 zpe'®
—6h8 (hS + 7 hbe + 22e2h* + 40e3h3 4+ 45e*h? + 305h + 10£6)’
6 4420 hoe® + 2640 2oh%e? + 66 2oh® + 1452 xoh"e? + 462 xoh8e + 3080 zoh’e?
2= G 1O (hS + 7 hoe + 222204 + 403h3 + 45 4h% + 3025k + 10£0)
1320 2gh3e8 + 2420 2h*e® + 158202 + 60 he"x? + 360 hPxy?e3 + 420 htx2e?
6 h8 (hS + 7 hde +22e2h* 4+ 40£3h3 + 45*h? + 30e%h + 10£6)
198 h8x¢2e? + 63 hxg%e + 9 hB¥x? + 440 €7 zoh? + 110 e820h + 265 h2e® + 25 he?
6 hS (RS + 7 hPe + 22e2h* 4+ 40e3h3 + 454h? + 30%h + 10€9)
510 + 180 h2e8x? + 2500 htel + 910 h3e™ + 4701 h7e® + 117 R0 + 819 hoe
6 h8 (hS 4+ 7 hoe + 222h* + 40e3h3 + 45e*h? + 30%h + 10£5)
n 5528 h¥e* + 2577 h¥e? + 330 h3ex?
6 hO (hS 4+ 7 hbe + 22e2h* 4+ 40 e3h3 + 45 e*h? + 30£5h + 10£6)’
9h8xo + 63 h7xoe + 726 h7e? + 198 hSxge? + 1320 hbe3 + 1540 hbe* + 360 hPx(e?
—6 h6 (RS + 7hde +22e2h* + 403h3 + 45e*h? + 30%h + 10 %)
420 h*zoe® + 330 haoe® 4 660 P04 180 h?xoe® + 220 h?e” + 55 he®
—6 h6 (hS + 7 hoe + 22e2h* + 40 e3h3 + 45e*h? + 305h 4 10£9)
1210 h*e® 4 231 h3 + 33 h° + 60 haoe” + 15 zoe®
o (h8 4+ 7 hPe + 22e2h* 4+ 40 e3h3 4 45 e*h? + 30£%h + 10£6)’
3h8 4+ 21 h7e + 66 2h0 + 120 3h° + 140 e*h* + 11053 4+ 60 %R +207h + 5 &8
6 h6 (hS + 7 hPe + 22e2h* 4+ 40e3h3 + 45*h? + 30°h + 10£6)
e _ (108 h7e? + 252 hbe3 + 378 hPet + 380 hie® + 260 h3e5 + 120 h?e™ + 35 he®) e
25 (T + 9 hbe + 36 hPe2 + 84 hted + 125 hct + 120 h2e® + 70 he® + 207) hS
27 hBe® + 3%t + H¢el?
h" + 9 hSe + 36 hbe2 + 84 he? + 125 h3e* + 120 h2eb + 70 heb + 20e7) hS’
(T2 h7e? + 168 hOe3 + 252 hPe* + 255 h'e® + 180 h3e8 + 90 h2%e™ + 30 he®) &
6 (h™ 4+ 9 hbe + 36 hoe? + 84 hte3 + 125 h3e* + 120 h2e® 4+ 70 heb 4 20£7) hS
18 h¥e® + 2h%* + 513
6 (h™ 4+ 9 hbe + 36 hoe? + 84 hte3 + 125 hde* + 120 h2e® + 70 heb 4 20£7) h6’

6, __
C31 =

6,
C33 =

6, __
C34 =

M

6,e
C36 =

+
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2 h8x¢% 4+ 30 292h° + 75 heBxo? + 300" 202h? + 210 202h8e + 1425 2o2hoe?
127 (16 + 7 hoe + 2222h4 + 402303 + 452472 + 3025 + 10£0)
660 zo>h"e? 4 1200 29*h%* 4+ 250 h'! + 20 hag’e™ + 50 h*2°c® 4 80 hxy’e”
12 h8 (hS + 7 hoe 4+ 222h* + 403h3 + 45e*h? + 30e°h + 10£5)
44 hbz¢3e? + 14 h'xp3e + 3302 x0hBe? 4+ 6014 xoh"e® + T167 xohle?
12 h6 (RS + 7 hoe + 22 2h* + 40 e3h3 + 45 e*h? + 30e%h 4 10£9)
3845 xoh*eb + 1590 xoh3e” + 435 xoh%e® + 25 xohe® + 5 xpe!? + 1750 A%
12 h8 (hS + 7 hoe 4+ 222h* + 403h3 + 45e*h? + 30e°h + 10£5)
12085 h7e* + 10380 hSe5 + 6750 h®e8 + 3000 h'e™ + 975 h3e® 4 150 h2e®
12 h8 (hS + 7 hbe 4 222h* + 403h3 + 45e*h? + 30e°h + 10£5)
95 htz3e + 750 202h3e® 4 5 203e® + 30 he'® + 1050 zoh e + 150 2oh'°
12 h6 (RS + 7 hde + 22 e2h* + 40e3h3 + 45e*h? 4+ 305h 4 10£9)
80 hPxo3e® + 6075 zoh’ed + 10070 83 + 5510 he? + 1200 x¢2hted
12 h6 (hS + 7 hoe + 222h* + 40£3h3 + 45e*h? + 30eh + 10e6)
6e 06075 h3e5 4 2400 xohbe® + 60 2oh® 4+ 1320 2oh"e? + 420 xoh8e + 2850 zoh’e?
“2 T T T00 16 (RS + 7 hoe + 222h% + 402303 + 454k + 305k + 10£9)
2400 xohte® + 158102 4 60 he’ o + 240 hdz%e® + 285 hitxg?e* + 240 h3edxy?
—12 18 (h® + 7 hde 4+ 22e2h* 4+ 403h3 + 45e*h? + 30e%h + 10£9)
42 h"xo*e + 6 hBx¢® + 600 e 2oh? 4+ 150 e®xoh + 435 h?e® + 25 he?
—12h6 (RS + 7 hde + 22e2h* + 40 e3h3 4+ 45e*h? 4+ 30eh 4 109)
510 + 3845 hie® + 1590 h3e™ + 3302 h¥e? 4 6014 h7e3 4 150 h'° 4 1050 h'e
—12h8 (hS + 7 hbe 4+ 222h* + 403h3 + 45e*h? + 30e°h + 10£9)
132 h8x¢%e? + 7167 h®e* + 1500 2oh3c8 + 150 h2e52y?
—12 1S (hS 4 7 hPe + 22 e2h* 4+ 40 e3h3 + 45 e*h? + 30£5h + 10 £6)’
6 1007 +2h8zg 4+ T0hBe + 220 h7e? + 14 h'xoe + 44 hSzoe? 4 400 hPe® + 475 hoe?
€48 = AR5 (A5 + 7 hoe + 22 e2h + 40233 + 4542 + 30 £5h + 10&9)
80 h3ze® 4 250 h3e% 4 50 h2xoe® + 100 h2e™ + 25 he® + 20 hage” + 5 zoe®
4 h8 (hS +7hoe +22e2h* 4+ 40e3h3 + 45*h? + 30%h + 10£9)
400 he® + 95 htxoe* 4+ 80 hoxpe®
T Ihs (h8 4+ 7 hPe + 22e2h* 4+ 40e3h3 4 45 e*h? + 30£°h + 10£6)’
6 2h%+14h"7e +44e?h0 +80£°h° 4+ 95" h? +80e°h? +50%h* +20"h + 5¢°
C44 = RS (—12 75 + 7 hoe + 2222h* + 402303 + 454h? + 305k + 1020) ’
6e (415 + 20 h*e + 40 32 4+ 40 b2 + 20 he* +56%) (h +¢)" &

“s = g (AT + 9 he + 36 hoe? + 84 hte3 + 125 h3e* + 120 h2e® 4 70 he® + 20£7) h6’
6c  (36h7e? + 84 h% + 126 h°e* + 130 h'e® 4 100 h<® 4 60 h?e™ + 25 he® + 5¢7)
06 = "T19 16 (W7 + 9 hBe + 36 12 + 84 hied + 125 hdet + 120 A28 + 70 heb + 2027)
(R +9hBe)et
—12 6 (AT + 9 hSe + 36 h5e2 4 84 h*e® + 125 h3e* + 120 h2e5 4 70 he® + 20€7)’

6 € (h+ £)* (259 h3 + 121 xoh? + 8 h%e + xohe + 8 he® + 19 x2h + 10 + 20e?)
ol RS (=12 RS + 7 hbe + 222h4 + 40 3h3 + 454h2 + 30 5h + 10£9) ’

678 —
Cyq =

_|_

C
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e _ et (h+¢)* (121 h? + he 4 38 2ph + 3102 + £2)
52 12h8 (h6 + T hoe 4 222h4 + 40e3h3 + 45e4h2 4+ 30 5h + 10£5)’
e _ et (h+e)* (3o +19h)
23 1206 (h6 + 7 hde + 222h4 + 40 £3h3 4+ 454h2 + 30 £5h 4 106)’
e _ et (h+ 5)4
P4 1208 (W6 + T hoe 4 222h4 + 40303 + 45e4h? 4 30 5h + 10£5)’
e _ et (h+¢)’
25 12 (RT 4+ 9 hSe 4 36 hBe2 + 84 hie3 + 125 h3ed + 120 h2e5 + T0 he® 4 20£7) h6’
6. e (h+e)!

56 = (7 + 9RO + 36 hoe? + 84 hicd + 125 hdet + 120 A2 + 70 he® + 2027) 1S



Symbolverzeichnis

Symbol Seite Erlduterung

N natiirliche Zahlen

No = NU {0}

7 ganze Zahlen

R reelle Zahlen

R =R U {c0}

V; 11

Df 11 gewohnliche Ableitung der Funktion f einer reellen
Veranderlichen

" 12

L 14 ECT-Differentialoperator

(zi)iez 21 streng wachsende Knotenfolge, xg = a, xpi1 =0

I 21 ECT-System auf [z;, x;11]

S 21 ECT-Raum auf [z;, z;1]

d; = dim §; 21

sgi), e 73&? 21 Basis von S;

wY), e 7w((1? 21  Gewichtsfunktionen beziiglich der Normalform von I’

L 21 ECT-Differentialoperator beziiglich der Normalform von I';

Hy fi 21 Glattheitsbedingungen

St 21 Splineraum auf [z, /|

D, f,D_f 21 einseitige Ableitungen

Sta] = Sopt1 21 Splineraum auf [a, b]

IP"[jaTbl]’” 21 polynomialer Splineraum auf [a, b]

Spq(1t) 21 Menge der Splinerdume, die mindestens so glatt wie SF,
sind und aus denselben ECT-Systemen bestehen

Vi,V 21

m; = d; — 21 Angzahl der Freiheitsgrade bei z; von rechts gesehen

n;g =d;_1 — 21 Anzahl der Freiheitsgrade bei z; von links gesehen

§ = dim S¥, 22

supp f 23 'Tréager von f

x4 = max{z,0} 23

7



Symbolverzeichnis

per A

28
33
41

41

42
43
43
51
93

53

Anzahl der Nullstellen von s in (z,, z,)

Anzahl der Vorzeichenwechsel von s in (z,, z,)
polynomialer B-Spline vom Grad d — 1,

linker Randpunkt des Trégers ist x;,

Element einer auf Teilung der Eins normierten Basis
polynomialer B-Spline vom Grad d — 1, linker
Randpunkt des Tragers ist x;, normiert auf Integral = 1

Permanente einer Matrix

CV-System mit zwei einfachen symmetrischen Polstellen,
die im Abstand € zu den Intervallgrenzen liegen

auf Integral = 1 normierter rationaler B-Spline
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