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Kurzfassung

In dieser Arbeit wird die nichtlineare Zustandsschitzung bei mechatronischen Systemen am
Beispiel von Parallelrobotern beschrieben. Das Hauptziel ist, die Reibkréifte und -momente
in den Gelenken des Roboters zu detektieren und diese fiir regelungstechnische Zwecke zur
Verfiigung zu stellen. Das entwickelte Verfahren zur Beobachtung erlaubt die Bestimmung
verdnderlicher Reibmomente in den Gelenken unter Einbeziehung des vollstindigen Robo-
termodells. Ein besonderer Fokus liegt dabei auf der Nutzbarkeit der Informationen zur
Steuerung adaptronischer Gelenke, so dass sich das hier entwickelte Verfahren von adapti-
ven Ansitzen abhebt.

Die Herleitung der Methoden nutzt die besondere Struktur der Modelle mechatronischer
Systeme aus. Ein Schwerpunkt liegt auf der genauen Untersuchung der Beobachtbarkeit der
gesuchten Reibmomente des Systems und die sich daraus ergebenden Bedingungen beim
Entwurf. Das vorgestellte Verfahren basiert auf der Transformation des Systems und nutzt
die Methoden der Differentialgeometrie zur Analyse nichtlinearer Systeme aus. Der hier
entwickelte Ansatz unterscheidet sich von denen der klassischen Form zur Beobachterent-
wicklung und bietet systemunabhingig eine globale Konvergenz in den geschétzten Grofen.
Die erzielte Fehlerdynamik ist dabei linear. Die Schlieftung des Regelkreises iiber die ge-
schétzten Zustédnde wird untersucht, um die zur Stabilitdt notwendigen Bedingungen an die
Entwurfsparameter zu definieren.

Die theoretischen Ergebnisse sind in Simulation und am Versuchstriager verifiziert. Da-
zu wurde die Schéitzung der Parameter an einem Parallelroboter mit zwei Freiheitsgraden
durchgefiihrt. Das Verfahren wurde nachtriglich in die bestehende Steuerungsstruktur inte-
griert und zur Schitzung der Parameter verwendet. Dazu wurden die bereits vorhandenen

Messwerte benutzt, zusitzliche Sensoren wurden nicht in das System eingebracht.



Inhaltsverzeichnis X

Abstract

This thesis presents a method for non-linear state estimation in parallel kinematic machines.
These machines serve as an example for a more general class of mechatronical systems
that are described by similar equations. The main objective of this work is to detect the
varying torques and forces that are induced by friction within joints. This state information
is supposed to be fed back into the control system in order to maintain the performance of
the controller. Furthermore, the information gained by the observer has to be utilizable as
input for the control of adaptronic joints. The potential use of the state information as the
control variable in closed control loops is the major difference to adaptive concepts.

The derivation of the observer exploits the special structure of the dynamic equations of
mechatronic systems. Methods from differential geometry are applicable to the differential
equations and allow the transformation to more convenient descriptions of the nonlinear
system. The observability of the system is analyzed in detail. Consequently, conditions for
non-linear observer design are derived. The concept presented here differs from the classical
non-linear observer and allows the estimation of friction without further restrictions to the
systems parameters, while achieving global convergence. The error dynamics are described
by linear differential equations. Stability of closed loop control using the estimated states is
analyzed and necessary conditions are derived.

Afterwards, the theoretical results are verified in simulation and on a real system. The
observer was implemented and integrated in an existing control setup of a two dimensio-
nal parallel robot. Without installing additional sensors the derived observer provides the

targeted states.






1 Einleitung

Die Automatisierung von Prozessen in der Industrie gilt nach wie vor als eine der Schliissel-
technologien fiir européische Unternehmen, um im weltweiten Markt konkurrenzfihig pro-
duzieren zu kénnen, vergleiche [1]. Die wirtschaftliche Bedeutung der Automation fiir den
deutschen Markt lasst sich an Hand der Umsatzzahlen festmachen. Trotz des im Jahre 2009
prognostizierten deutlichen Einbruchs im Gesamtumsatz ist ein erneutes Wachstum in den
Folgejahren vorhergesagt. Der Anteil der Robotik am Gesamtvolumen im Bereich Automati-
on stellt mit 25 % einen erheblichen Anteil, dessen grofiter Teil auf den Bereich Handhabung
und Montage entfillt. Industrieroboter stellen damit einen wichtigen Faktor in der deut-
schen Industrielandschaft dar. Mit Industrierobotern sind in diesem Zusammenhang frei
programmierbare Handhabungseinrichtungen bezeichnet, die mit Greifern oder Werkzeugen
am Endeffektor ausgestattet sind und mehrere Bewegungsfreiheitsgrade besitzen, siehe [2].
Der Einsatz von Robotern im Bereich der Handhabung und Montage fordert die Kom-
bination der Eigenschaften von niedriger Zykluszeit und Prézision. Diese fortschreitenden
Anforderungen lassen sich zum einen durch stetig verbesserte Komponenten in existierenden
Robotern erfiillen oder durch die Nutzung anderer Strukturen und den Einsatz neuer Kompo-
nenten. Der Sonderforschungsbereich 562 ,,Robotersysteme fiir Handhabung und Montage —
Hochdynamische Parallelstrukturen mit adaptronischen Komponenten“ befasst sich mit der
Erforschung von Konzepten fiir Parallelroboter, um den genannten Anforderungen Rechnung
zu tragen. Die kinematische Struktur von Parallelrobotern begiinstigt die oben aufgefiihrten

Punkte, Prézision und hohe Dynamik, die letztlich zu geringen Zykluszeiten fiihren [3].

1.1 Parallelroboter

Wie bereits im vorigen Abschnitt erwdhnt, weisen Parallelroboter strukturelle Eigenschaften
auf, die die Koppelung von Prizision und Dynamik ermoglichen. Demgegeniiber stehen ei-
ne eingeschrinkte Positionierbarkeit des Endeffektors sowie ein ungiinstiges Verhéltnis von
Bau- und Arbeitsraum. Parallelroboter unterscheiden sich von seriellen Robotern durch das
Vorhandensein geschlossener kinematischer Ketten. Ein Beispiel mit zwei Freiheitsgraden ist
in Abbildung 1.1 illustriert. Die geschlossenen Ketten ermdglichen eine prézise Positionie-

rung des Endeffektors, da sich Positionsfehler in den Antrieben nicht additiv tiberlagern [3].
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Abbildung 1.1: Gegeniiberstellung serielle und parallele Kinematik

Gleichzeitig ergibt sich aus dem erzeugten Kraftfluss eine hohere Steifigkeit der Struktur
im Vergleich zu &hnlich dimensionierten seriellen Robotern. Dies ermdglicht die Verwendung
leichterer Strukturen fiir die gleiche Nutzlast am Endeffektor. In Kombination mit der Option
die Antriebe bei Parallelrobotern sidmtlich an der Basis des Systems anbringen zu konnen,
resultiert dies in deutlich reduzierten Massen im Vergleich zu seriellen Strukturen. Die An-
triebe miissen nicht von ihren Vorgéngern wie bei seriellen Strukturen mit bewegt werden.
Daraus ergeben sich die fiir kurze Zykluszeiten notwendigen dynamischen Eigenschaften der
parallelen Kinematiken [4]. Ein weiteres Merkmal paralleler Kinematiken ist das Vorhanden-
sein passiver Gelenke in der Struktur, siehe Abbildung 1.1. Diese erlauben das Einbringen
zusitzlicher Komponenten, wie zum Beispiel halbaktive Gelenke, deren Spiel und damit die
Reibung aktiv beeinflusst werden kann.

Diesen Vorteilen stehen auch einige Nachteile gegeniiber. Die fiir den Einsatz im Bereich
Handhabung und Montage wichtigsten sind die geringe Orientierbarkeit des Endeffektors
und mogliche Singularitdten im Arbeitsraum. Im Gegensatz zu seriellen Kinematiken gewin-
nen die Parallelstrukturen Freiheitsgrade in diesen Positionen. Dies fiihrt zum Verlust der
Steifigkeit, das System ist in diesen Posen unterbestimmt. Dennoch existieren im Bereich
der Handhabung und Montage Szenarien, in denen die eingangs erwidhnten Eigenschaften
der Systeme die Nachteile iiberkompensieren und der Einsatz von Parallelrobotern bzw. hy-
brider Strukturen dem rein serieller vorzuziehen ist. Die Ansétze, die im Sonderforschungsbe-
reich 562 entwickelt und umgesetzt worden sind, erlauben zudem die Kompensation einiger
der strukturell bedingten Nachteile, wie z. B. der Konfigurationswechsel zur Verbesserung

des Verhéltnisses von Arbeitsraum zu Bauraum [5].

1.2 Handlungsbedarf

Die Realisierung hochdynamischer Fahrten mit Parallelrobotern setzt eine exakte und zuver-

lassige Regelung voraus, deren Realisierung unweigerlich ein prézises Modell des Roboters
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fordert. Dieses ist notwendig, um die erforderlichen Stellgréfsen zu generieren, die die Einhal-
tung der Bahn bei Fahrten gewéhrleisten. Tritt Reibung in den Antrieben oder Gelenken des
Roboters auf, so ist diese im Gegensatz zu den kinematischen und dynamischen Parametern
wie Langen und Massen bzw. Tragheiten unbekannt und zeitlich variant. Um weiterhin eine
prizise Regelung des Systems bei hoch dynamischen Fahrten zu ermoglichen, muss diesen
Einfliisssen Rechnung getragen werden. In [6] wird die Reibung der Getriebemotoren adap-
tiert, um die Qualitidt der Regelung zu verbessern. In diesem Fall werden quasi-stationire

Reibgrofen vorrausgesetzt.

Die Kombination aus hoher Steifigkeit und geringer Masse fiihrt neben den herausragen-
den dynamischen Eigenschaften der Systeme auch zu héheren Eigenfrequenzen der Struktur.
Zudem kommen meist Direktantriebe zum Einsatz. Dies fiihrt zu Strukturen, die eine gerin-
ge Dampfung der eigenen Strukturmoden besitzen. Im Zusammenspiel mit den applizierten
hohen Beschleunigungen fiihrt dies zu vermehrtem Auftreten von Strukturschwingungen im
Betrieb [7]. Zur prézisen Positionierung eines Bauteils im Kontext der Handhabung und Mon-
tage kann dies bedeuten, dass das Abklingen der Schwingung unter eine Toleranzschwelle
abgewartet werden muss. Dies reduziert die durch die hohe Dynamik gewonnene Zeiterspar-
nis und fiihrt im schlimmsten Fall zu langeren Zykluszeiten. Daher existieren Ansitze durch
aktive Komponenten die Ddmpfung im System zu erhéhen. Eine Variante sind dabei adap-
tronische Gelenke. Diese erlauben durch die Einbringung von zusétzlicher Reibung in das
System die Abklingzeiten der Strukturschwingungen zu verkiirzen. Durch die aktiv einge-
brachte Reibung ist diese nicht mehr ldnger als quasi-stationdr anzusehen, dennoch hat sie
signifikante Auswirkungen auf die Charakteristik des Parallelroboters, da unter Umstédnden
hohe Krifte entstehen, die nicht mehr nur parasitiar wirken. IThr Einfluss ist im Sinne einer

prizisen Regelung zu kompensieren.

1.3 Zielsetzung

Die vorliegende Arbeit entstand im Rahmen des Sonderforschungsbereiches 562. Ziel dieses
Forschungsprojektes war es, Parallelroboter fiir den Einsatz in den Bereichen Handhabung
und Montage nutzbar zu machen und von ihren stukturellen Eigenschaften bzgl. hochdy-
namischer Bewegungen zu profitieren. Die préizise Regelung auch unter Anwesenheit von
Reibung, sowie die mogliche Integration adaptronischer Komponenten zur Ausschépfung des
vollen Potentials ist daher von besonderer Bedeutung.

Ziel dieser Arbeit ist daher die Moglichkeit zu schaffen, die im vorhinein unbekannte
Reibung ohne weitere Sensorik zu bestimmen und fiir die Regelung nutzbar zu machen.

Dabei ergeben sich die Teilaspekte:
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e Detektion der Reibung und Riickfithrung in die Steuerung unter dem Aspekt der Ver-
besserung der Giite der Starrkérperregelung. Dabei soll insbesondere auch solche Rei-
bung beriicksichtigt werden, die nicht als (quasi-)stationdr angenommen werden kann.

Diese tritt unter anderem beim Einsatz adaptronischer Gelenke auf.

e Nutzung der bestimmten Informationen der Reibung zur Ansteuerung der adaptroni-
schen Komponenten selbst. Dazu miissen die detektierten Grofen dem Regelkreis der

Adaptonik zur Verfiigung gestellt werden.

In beiden Féllen ergibt sich ein zusétzlicher Signalpfad, der neben der Regelung eine zusétz-
liche Riickkopplung bedeutet. Neben der eigentlichen Detektion der Reibgrofsen muss daher
auch die Stabilitdat des neuen Gesamtsystems sichergestellt und bewiesen werden. Aus diesem

Grund wird zur Schitzung der Reibung eine nichtlineare Beobachterstruktur herangezogen.

1.4 Stand der Technik

Der Einsatz von Beobachtern zur Bestimmung von nicht messbaren Groéfen ist ein ver-
breitetes Konzept. Ausgehend von linearen Systemen ist die Schitzung der Zustandsgrofsen
durch ein parallel gerechnetes Modell, welches durch die Messgrofsen abgeglichen wird, seit
langem Bestandteil der modernen Regelungstechnik [8, 9]. Die Analyse ob fiir die interes-
sierenden Grofen ein Entwurf existiert und die Synthese des Beobachters ist in der linearen
Regelungstechnik weitestgehend erforscht [10, 11, 12]. Im Bereich der nichtlinearen Systeme
existiert keine einheitliche Theorie zum Entwurf von Beobachtern. Eine Zusammenstellung
verschiedener Konzepte findet sich in [13]. Den meisten Ansétzen ist, analog zum linearen
Fall, gemein, dass ein prizises Modell der zu beobachtenden Strecke erforderlich ist. Dies ist
bei den vorliegenden mechatronischen Systemen weitestgehend gegeben. Das mathematische
Modell des als Starrkérper angenommenen Roboters beschreibt die Dynamik des Systems
i. Allg. sehr genau, siehe z. B. [14].

Aus diesem Grund qualifizieren sich die sogenannten transformationsbasierten Ansitze
fiir diese Systeme. Diese sind iiber die Beschreibung nichtlinearer Systeme mit Hilfe der
Methoden der Differentialgeometrie motiviert [15, 16]. Sie bieten den Vorteil auf lineare
Fehlerdynamik abzuzielen und damit eine exponentielle Konvergenz der geschitzten Grofen
zu ermoglichen.

Fiir den Einsatz von Beobachtern in der Robotik existieren zahlreiche Beispiele. Ziel der
Schiatzung ist in vielen Fillen die Geschwindigkeit der Antriebe, um aufbauend auf dieser
Zusatzinformation eine Regelung entwerfen zu konnen. So ist in [17] ein Beobachter fiir
die Geschwindigkeiten vorgestellt, dessen Schitzwerte in der Regelung verwendet werden.

Die Implementierung erfolgte fiir einen Parallelroboter mit sechs Freiheitsgraden. In [18] ist
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ebenfalls ein Beobachterentwurf fiir mechatronische Systeme gegeben, der die Eigenschaf-
ten der dynamischen Gleichungen des Lagrange-Formalismus ausnutzt. Ziel ist es erneut die
Geschwindigkeit des Systems prézise zu schitzen. Die lineare Fehlerdynamik wird dabei der
Aufweitung der Klasse zulissiger Systeme geopfert. Dies bedeutet auch, dass der Konver-
genzradius des Beobachters einer gesonderten Untersuchung bedarf, um das Einzugsgebiet
zu bestimmen. Die Schitzung der Roboterzustinde kann auch durch die Ubertragung des
Luenberger Beobachters in die nichtlinearen Gleichungen erfolgen [19]. Dazu wird in dem
Paper der lineare Teil separiert und fiir diesen ein linearer Beobachter entworfen. Das nicht-
lineare Teilsystem wird als Storung bzw. Unsicherheit aufgefasst, die in der gewihlten Beob-
achterdynamik aufzufangen ist. Der zitierte Artikel benutzt dazu abschnittsweise definierte
Funktionen, um die Stabilitéit zu erreichen. Die Ausfiihrungen sind daher den Entwiirfen mit
hoher Verstirkung (High-Gain) verwandt.

Neben der Schitzung der Geschwindigkeit, werden Beobachter auch zur Entkopplung bei
der Regelung eingesetzt [20, 21]. Dieser Einsatz griindet sich z. B. auf nur ungenau bekannte
Modelle des Systems, so dass Ansédtze mit modellgestiitzten Reglern nicht oder nur ansatz-
weise moglich sind. Der Regelungsansatz ist daher dezentral gewahlt. Der Beobachter dient
dazu, die durch die Kopplung auftretenden Effekte zu schitzen und zu kompensieren. Auch
andere Effekte wie Elastizititen oder Reibung lassen sich beriicksichtigen. Durch die Re-
duzierung des Systems auf individuelle Achsen, entstehen lineare Teilsysteme fiir die ein
Storgrofenbeobachter entworfen wird.

Ein Einsatz von Beobachtern in Verbindung mit elastischen Gelenken findet sich in [22, 23].
Ziel ist auch hier die Zustandsschitzung des Starrkorpersystems, also Winkel und Winkel-
geschwindigkeiten. Mittels zusétzlicher Beschleunigungssensoren am Roboter wird hier eine
Entkopplung der einzelnen Achsen angestrebt. Dadurch vereinfacht sich der Entwurf der Be-
obachter, der auf einen linearen Entwurf zuriickgeht. Die eigentlichen Beobachtergleichungen
sind linear ausgefiihrt; die Konvergenz des Entwurfs wird durch die Nutzung hoher Verstéar-
kungen in der Beobachterriickfiihrung sichergestellt.

Ebenfalls mit dem Einsatz von Beobachtern bei der Regelung von Robotern mit elas-
tischen Gelenken befasst sich [24]. Ziel der Schitzung sind hier die elastischen Parameter
des Robotermodells. Dazu erfolgt die Aufteilung des Systems in Bereiche mit verschiede-
nen Zeitskalen, als iiblichen Ansatz zur Regelung elastischer Roboter. In diesem Kontext
wird analog zum oben dargestellten Ansatz mit linearen Beobachtergleichungen in transfor-
mierten Koordinaten gearbeitet. Der Artikel fokussiert die Schiatzung der Grofsen, ohne auf
Stabilitdtsbetrachtungen einzugehen.

In [25] kommt ein Storgrofenbeobachter bei der Regelung eines Ventils zum Einsatz. Der
Beobachter ist im nichtlinearen Kontext entworfen und basiert ebenfalls auf Zustandstrans-

formationen. Die Schitzung diente zur Erfassung nicht messbarer Grofsen, deren Kenntnis
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zur Steigerung der Regelqualitit beitragen. Im Gegensatz zu Parallelrobotern besitzt das
System nur einen mechanischen Freiheitsgrad.

Der Artikel [26] befasst sich mit der Kollisionerkennung von Robotern mit der Umgebung
durch die Detektion von plotzlich auftretenden Stérmomenten in den Antrieben eines seriel-
len Roboters. Hierzu wird ebenfalls eine Beobachterstruktur entworfen, die durch die Wahl
des generalisierten Momentes als Zustandsgrofe moglich ist. Dadurch entsteht ein nichtlinea-
rer Beobachter mit linearer Fehlerdynamik, der die Schiatzung dieses Stormomentes erlaubt.
Darauf aufbauend erfolgt die Umschaltung der Steuerung des Roboters im Falle von Kolli-

sionen. Der so entworfene Beobachter ist ebenfalls als Storgrofenbeobachter ausgelegt.

1.5 Inhalt der Arbeit

Die Arbeit gliedert sich wie folgt:

Der Aufbau der Steuerung der eingesetzten Parallelroboter ist in Kapitel 2 abgehandelt.
Hier wird kurz der Signalfluss der Steuerung erldutert sowie das zu Grunde liegende Regel-
konzept. Auf Basis dieser Vorgaben lassen sich die Bedingungen ableiten, wie die Detektion
der Reibgrofen in dem vorhandenen Steuerungskontext zu integrieren ist.

Die Bestimmung von nicht messbaren Grofen erfordert stets ein Modell, welches die Aus-
wirkungen auf das Gesamtsystem beschreibt. Daher wird in Kapitel 3 der Aufbau der ad-
aptronischen Gelenke beschieben, die als Quelle der Reibkréfte in der Struktur wirken. Zu-
satzlich wird hier das den weiteren Berechnungen zu Grunde gelegte Reibmodell der Gelenke
vorgestellt. Mit Hilfe dieses Modells kénnen dann die weiteren Untersuchungen im Folgeka-
pitel durchgefiihrt werden.

Nach Integration des Reibmodells in die beschreibende Differentialgleichung des Gesamt-
systems erfolgt die Auslegung der Reibdetektion in Kapitel 4. Nach Analyse der Beobacht-
barkeitsbedingungen, erfolgt die Ableitung der Beobachterkonzepte mit Hilfe von Zustands-
transformation. Die Eignung der Konzepte wird untersucht und eine allgemeine Vorschrift
fiir die klassifizierten Systeme angegeben.

Die Einbeziehung der bestimmten Reibgrofsen in den Kontext der Regelung wird in Ka-
pitel 5 beschrieben. Besonderer Schwerpunkt liegt dabei auf der Garantie der Stabilitat des
Gesamtsystems bei allen Konzepten. Die Eignung der geschitzten Grofen zur Verbesserung
der Starrkorperregelung und ihr Einsatz zur Regelung der adaptronischen Komponenten
wird untersucht.

Die Ergebnisse des Konzepts werden in Kapitel 6 priasentiert. Hier werden simulative und
experimentelle Ergebnisse des nichtlinearen Beobachters im Einsatz an einem Versuchstriager
des Sonderforschungsbereiches untersucht.

Eine Zusammenfassung schliefst die Arbeit ab.



2 Steuerungsarchitektur im

Sonderforschungsbereich

Die in diesem Kapitel vorgestellte Steuerungsarchitektur stellt die im Sonderforschungsbe-
reich eingesetzte Konfiguration dar. Thre Kenntnis ist fiir die Integration des zusétzlichen Be-
obachtermoduls notwendig. Die Steuerung der Roboter im Sonderforschungsbereich umfasst
die komplette Folge von Prozessen beginnend bei der Verarbeitung der Programmieraufgabe
in Form von Aktionsprimitiven bis zur Generierung der Stellgrofen der Antriebe des Robo-
ters. Die einzelnen Aufgaben wie Trajektoriengenerierung oder Sicherheitsfunktionalititen
sind modularisiert und werden vom zentralen Steuerungskern verwaltet, siehe [27].

Diese Modularisierung erlaubt den Entwurf des Beobachters als eigenstindiges Modul.
Durch die mittels des Steuerungskerns zur Verfiigung gestellte Infrastruktur, ist der Zugriff
auf alle notwendigen Zustandsinformationen bzgl. des Roboters sichergestellt. Weiterhin er-
laubt diese Struktur auch die problemlose Verteilung der im Beobachter erzeugten Infor-
mationen an die anderen Module der Steuerung, so dass die eingangs formulierten Ziele,
Nutzung des Beobachters in der Starrkorperregelung und Verwendung der Informationen
zur Steuerung der adaptronischen Gelenke unabhéngig voneinander durchfiihrbar sind.

In Abbildung 2.1 ist der grundsitzliche Signalfluss der Steuerung skizziert. Das Konzept
der Steuerung basiert auf den in [28] vorgestellten Strukturen und leitet sich aus der Anfor-
derung ab, hybride Roboteraufgaben in beliebigen Koordinatensystemen mittels elementarer
Anweisungen zu definieren. Die Definition der Aufgabe erfolgt in diesem Konzept in Anwen-
derkoordinaten, dem Task-Frame. Die Aufgabe ist dabei in den zur Verfiigung stehenden
Achsen definiert. Die Art der Regelung fiir jede Achse ist dabei individuell vorgebbar, so
dass hybride Aufgaben méglich sind. Nach der Uberpriifung der Erfiillbarkeit der Aufgabe
erfolgt die Zuordnung der Achsen auf die einzelnen Bewegungsmodule der Steuerung. Diese
planen die Roboterbewegung in Anwenderkoordinaten, die dann zur Ausfithrung als Sollwer-
te an den unterlagerten Regler des Roboters in Weltkoordinaten weitergegeben werden. Die
dazu notwendigen Schritte zur Auswahl und Transformation bei hybriden Aufgaben sind in
[27, 29] angegeben.

Ein wesentlicher Punkt bei der Bewegungsplanung in dieser Steuerungsarchitektur ist der

zundchst nicht vorhandene Riickfluss der Roboterzustinde in die Bewegungsmodule. Die
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Abbildung 2.1: Architektur der Robotersteuerung RCA 562

Istwerte von Position und Geschwindigkeit stehen den Trajektorienplanern nicht zur Verfii-
gung, sieche Abbildung 2.1. Die aktuellen Zustdnde werden in Antriebskoordinaten erfasst
und miissen daher in die Koordinaten der Aufgaben transformiert werden. Da parallele Ki-
nematiken jedoch ein komplexes direktes kinematisches Problem besitzen, dessen Losung im
Echtzeitkontext nur in Ausnahmefillen gelingt, ist die Transformation der Istwerte in den
Task-Frame nicht moglich. Die Bewegungsmodule sind daher als Trajektorienplaner zu ver-
stehen. Da auf ihren Daten auch die Linearisierung des Systems erfolgt, ist die prazise und
schnelle Regelung des Systems von grofser Bedeutung, um das Auftreten grofer Schleppfehler
und Bahnverzerrungen zu vermeiden. Die Steuerung sieht dennoch Signalpfade von Sensoren
zu den Bewegungsmodulen vor. Diese sind durch sogenannte Sensormodule realisiert, die es
erlauben aktuelle Daten den Bewegungsmodulen zur Verfiigung zu stellen. In Abbildung 2.1
ist dies fiir die Kraftregelung realisiert, die die Kraftregelung im Task-Frame realisiert, und
daher Zugriff auf die gemessenen Werte benotigt. Dieser Mechanismus lasst sich auch fiir
den Riickfluss weiterer Zustandsinformationen verwenden. Das Ende einer geplanten Bewe-
gung signalisieren die Module der Steuerung, ein vorzeitiges Beenden der urspriinglichen

Bewegung ist durch das Auslésen vorgebbarer Abbruchbedingungen moglich.

Die in Abbildung 2.1 dargestellte Kommunikation zwischen den Modulen erfolgt iiber
die Middleware MiRPA-X, siehe [30]. Die Daten werden dabei iiber Nachrichtenkanéle und

shared-memory Regionen ausgetauscht. Letztere sind durch geeignete Synchronisationsme-



chanismen vor Zugriffskonflikten zu schiitzen.

Unterlagerte Regelung

Der in Abbildung 2.1 als unterlagerte Starrkérperregelung bezeichnete Block fasst die Rege-
lung des Roboters zusammen. Dabei ist in diesem Zusammenhang die Regelung des Roboters
als starres Mehrkorpersystem bezeichnet. Die Beddmpfung von Strukturschwingungen ist in
anderen Modulen beriicksichtigt und von der Regelung der Bewegung entkoppelt [31]. Die
Verwendung von Direktantrieben bei den Versuchstriagern begiinstigt diese Aufteilung. Der
Verzicht auf Getriebe befreit das System von den Riickschlageffekten und den Elastizitéiten
die durch diese eingebracht wiirden. Ferner erlauben Direktantriebe eine bessere Ausnutzung
der dynamischen Eigenschaften des Systems.

Die implementierte Regelung hat die Aufgabe die Dynamik des mechanischen Systems zu
kapseln und eine nach aufen einheitliche Schnittstelle bereitzustellen. Sie bildet zusammen
mit dem mechanischen System eine stabile und pose-unabhingige Dynamik. Dies erlaubt
die Generation einheitlicher Trajektorien in kartesischen Anwenderkoordinaten, und sichert
so die Wiederverwendbarkeit der Bewegungsmodule der Steuerung. Auf Grund der nicht
vorhandenen Riickfiihrung aktueller Zustandsgrofen, siehe voriger Abschnitt, sind diese nicht
in der Lage posenabhingige Dynamiken zu beriicksichtigen.

Um den dynamischen Anforderungen der Aufgaben im Bereich Handhabung und Montage
gerecht zu werden, ist das Starrkorpermodell des Roboters in die Regelung integriert. Das so
linearisierte System erfahrt anschliefsend die Regelung mittels linearer Reglerkaskaden, die
etwaige Modellfehler und nicht modellierte Storungen ausgleichen. Dabei zeigt sich [32, 29|,
dass die Linearisierung mittels Vorsteuerung gegeniiber der Ein-/Ausgangslinearisierung Vor-
zlige besitzt. Diese benotigt die Spezifikation der Trajektorie bis zur zweiten Zeitableitung.
Da die Trajektorien zum Schutz der Struktur ohnehin ruckbegrenzt geplant und somit C?-
stetig sind, bedeutet dies keine Einschrinkung. Die Varianten zum Entwurf der Regler im
linearen Kontext sind in [33] ausfiihrlich erldutert. Auf Grund der prézisen mechanischen
Modelle und der damit verbundenen Vorsteuerung agieren die Regler vornehmlich zur Unter-
driickung von Stérungen und sind diesbeziiglich optimiert. Zusétzlich sind in der unterlager-
ten Starrkorperregelung hardwarenahe Regelaufgaben realisiert. Der Konfigurationswechsel
am Versuchstriager TRIGLIDE erfordert z. B. alternative Regelungsschemata. Diese konnen
durch die in Abbildung 2.1 verzeichneten Kommunikationskanéle von der Steuerung aktiviert

werden.
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3 Reibung in passiven Gelenken

Im Gegensatz zu den klassischen seriellen Robotern, besitzen Parallelroboter strukturbedingt
mehr Gelenke als Freiheitsgrade, siehe Abbildung 1.1. Neben denen zum Antrieb notwendigen
aktiven Gelenken, sind die iibrigen Gelenke bei bisherigen Parallelrobotern meist rein passiv
ausgefiihrt. Sie enthalten weder Aktorik noch Sensorik. Das Ersetzen eines passiven Gelenks
durch ein aktives, fiihrt zu einem Roboter mit mehr Antrieben als Freiheitsgraden. Bei einer

parallelen Kinematik resultiert dies in einem iiberbestimmten System.

Obwohl diese Antriebsredundanz beziiglich einiger Aufgaben, wie z. B. dem Durchfahren
von Singularitidten, Vorteile mit sich bringt, bedeutet dies auch, dass der den meisten Par-
allelkinematiken inhédrente Vorteil der gestellfesten Antriebe und damit geringen bewegten
Massen aufgegeben wird. Insbesondere beim Einsatz mit hochdynamischen Fahrauftrigen,
spielt das Figengewicht der Roboterstruktur eine entscheidende Rolle. Ein vollwertiger zu-

satzlicher Antrieb in der Struktur ist daher in den meisten Fallen nicht sinnvoll.

Das Ergebnis vieler Aufgaben kann jedoch auch mit nicht vollwertig aktuierten Gelen-
ken verbessert oder iiberhaupt ermoglicht werden. Dazu wurden im Rahmen des Sonder-
forschungsbereiches sogenannte adaptronische Gelenke entwickelt, die ein verdnderbares Ge-
lenkspiel und damit auch eine verdnderbare Reibung bis hin zur vollstindigen Blockade
des Gelenks besitzen. Diese zusitzliche Aktorik bringt weniger Masse in die Struktur ein
und bietet gleichzeitig einige der Vorteile eines weiteren Antriebs. Neben der vereinfachten
Fahrt durch Singularitdten kann die Sperrbarkeit der Gelenke auch zur Rekonfiguration der

Struktur eingesetzt werden.

Von der vollstindigen Blockade des adaptronische Gelenks abgesehen, erlaubt es eben-
falls die selektive Erh6hung der Reibung bzw. die Verringerung des Gelenkspiels. Als mogli-
che Anwendungsfille sind der Wechsel vom reibungsarmen Verfahren einer Trajektorie zur
gesteigerten Prizision am Endpunkt einer Bahn durch verringertes Gelenkspiel, oder die
Dampfung von Strukturschwingungen zu nennen. Nachteilig ist jedoch, dass sich die durch
die Gelenke eingebrachte Reibung schwer messen lidsst und diese einen nicht unerheblichen
Effekt auf die Regelgiite besitzt. Im Folgenden soll daher zunéchst der Aufbau der Gelenke
kurz beschrieben werden. Anschlieffend wird die Reibung modelliert, dabei werden einfache

Reibmodelle zugrunde gelegt, die im zweiten Teil des Kapitels motiviert werden.
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Abbildung 3.1: Prinzipielle Wirkungsweise eines adaptronischen Gelenks. Die durch die Pie-
zoaktoren erzeugten Krifte F), bewirken eine Verringerung des Gelenkspiels
und erzeugen so ein Reibmoment 7, im Gelenk.

3.1 Funktionsweise der adaptronischen Gelenke

Der detaillierte Aufbau der Gelenke ist z.B. in [34]| beschrieben. Ziel der Entwicklung war
es das Gelenkspiel systematisch zu verdndern um Reibung im Gelenk zu erh6hen und damit
eine grokere Dampfung gewisser Strukturmoden des Roboters zu realisieren [35].

Als Aktorik im Gelenk kommen Piezoaktoren zu FEinsatz. Diese Form von Aktoren hat
bereits als zusétzliche Aktorik in den Robotergliedern, sogenannte ,smart structures”, Ein-
zug erhalten. Das Wirkprinzip der Aktorik im Gelenk ist in Abbildung 3.1 skizziert. Die
Piezoaktoren erzeugen eine Kraft F,, die die Pressung im Gelenk erhoht und damit, durch
die gestiegene Normalkraft, eine erh6hte Reibung zwischen Achse und Lagerschalen erzeugt.
Damit steigt das resultierende Reibmoment 7, im Gelenk an.

Die Piezoaktoren eignen sich fiir dieses Einsatzgebiet aus dem Grund, dass zwar hohe
Krifte im Gelenk bendtigt werden, der notwendige Stellweg jedoch eher gering ausfillt. Dies
sind Eigenschaften, die Piezoaktoren auszeichnen. Je grofer die erzeugte Kraft F), ausfillt,
desto grofer ist auch das Intervall des einstellbaren Reibmomentes. Da fiir einige der zuvor
erwiahnten Einsatzzwecke die vollstindige Blockade des Gelenks erforderlich ist, sind hier
entsprechende grofse Krifte vorzusehen. Die Anforderungen an die Grenzfrequenz fallen fiir
das beabsichtigte Einsatzgebiet eher moderat aus, da die Dampfung der Schwingungen nicht,
wie z. B. in [7] durch destruktive Interferenz, sondern durch das Einbringen einer zusétzlichen
Dampfung in das System erfolgt. Das Funktionsprinzip der mit Piezoaktoren ausgestatteten

halbaktiven Gelenke ist von dem Lagertyp, Roll- oder Gleitlager, unabhéingig einsetzbar.

3.2 Angenommenes Reibmodell

Zur Einbeziehung der adaptronischen Gelenke in die Regelung des gesamten Roboters ist
eine Modellierung ihrer Eigenschaften zwingend erforderlich. Der hauptsichliche Parameter,

auf den durch die Adaptronik Einfluss genommen wird, ist das Gelenkspiel, also die Grofe
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Abbildung 3.2: Bezeichnung der Groéfsen im eindimensionalen Reibmodell

des Luftspalts zwischen Welle und Lager. Als regelungstechnisch relevante Grofe erwéchst

daraus eine verdnderliche Reibkraft, die die Bewegung des Roboters insgesamt beeinflusst.

Als Reibung wird hier wie in [36] die Tangentialkraft zwischen zwei Oberflichen im Kon-
takt angesehen. Physikalisch héngt diese dabei von zahlreichen Einflussfaktoren ab, unter
anderem von der Beschaffenheit der Oberfliachen, der Relativgeschwindigkeit zwischen beiden
Oberflichen und dem Anpressdruck. Die Modellierung dieses nichtlinearen Phénomens ist
Gegenstand vieler Untersuchungen [37, 38, 39] um physikalisch motivierte Modelle zu finden.
Diese Modelle decken dabei mit unterschiedlichem Detaillierungsgrad Aspekte der Reibung
ab. Insbesondere die Beschreibung bei kleinen Relativgeschwindigkeiten einschliefslich der

Geschwindigkeit Null ist dabei problematisch.
Daraus leitet sich eine grobe Unterteilung der Reibung in Gleit- und Haftreibung ab. Im

folgenden wird dabei die Gleitreibung im Vordergrund stehen. Diese ist insbesondere fiir den
spateren Einsatz der Modelle in den Regel- und Schéitzalgorithmen wichtig, da diese dann
zur Kompensation genutzt werden kann.

Ein weiterer wichtiger Aspekt im folgenden ist die Reduzierung des Problems auf den ein-
dimensionalen Fall, siehe Abbildung 3.2. Die Gelenke sind mit einem Freiheitsgrad pro Achse
konzipiert, sodass die Relativgeschwindigkeit zwischen den Oberflichen ebenfalls durch einen
eindimensionalen Vektor v,., € R! beschrieben werden kann. Damit ist auch die Wirkungs-
richtung der Reibkraft eindeutig definiert: Sie wirkt der Geschwindigkeit entgegen. Anders
als bei mehrdimensionalen Kontakten sind Geschwindigkeit und Reibkraft zwingend anti-
parallel.

Abhéngig von der Art der mathematischen Modellbeschreibung, unterteilt die Literatur,
siehe [36, 40|, die Reibmodelle in statische und dynamische Ansétze. Unter statischen An-
sitzen sind diejenigen zu verstehen, deren Reibvorhersagen sich lediglich auf den momen-
tanen Wert der Zustinde stiitzen. Da die Modellgleichungen algebraisch sind, lassen sich
die einzelnen Bestandteile, wie Coulombsche Reibung und viskose Reibung, gut separieren.
In Abbildung 3.3 ist eine Auswahl statischer Modelle bzw. ihre Kombination dargestellt.
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Abbildung 3.3: Einige statische Reibmodelle. Oben: Coulombsche und viskose Reibung
(linearer Verlauf), unten: Kombination aus beiden mit Haftreibung und
Strybeck-Effekt. Zu beachten ist, dass die Reibkraft um die Geschwindig-
keit v,e;, = 0 nicht definiert ist, sondern nur sicher in einem Intervall liegt.

Die Kernidee, dass die Reibkraft der Bewegung entgegen wirkt, fiihrt zur Beriicksichtigung
der Geschwindigkeit in den Modellen. Die Coulombsche Reibung setzt eine konstante, vom

Betrag der Geschwindigkeit unabhingige Reibung an
Freib = F, - 380 (Vreib,n)  flir peip, # 0. (3.1)

Hingegen ist die viskose Reibung von dem Betrag der Geschwindigkeit abhéngig und in ihrer

allgemeinen Form nichtlinear
Freib = FV‘Ureib,n‘r sSgn (Ureib,n) . (32)

Die weiteren in Abbildung 3.3 aufgefiihrten Modelle sind Erweiterungen fiir geringe Ge-
schwindigkeiten bzw. auch Geschwindigkeit Null. So modelliert der Strybeckeffekt das Ver-
halten kleiner Geschwindigkeiten, bei dem der eigentlichen Reibung ein negativer Term iiber-
lagert wird. Diese Modifkation bildet den Ubergang vom Haften zum Gleiten ab, bei dem sich
ein Absenken der Reibung beobachten ldsst. Die in Abbildung 3.3 gezeigte viskose Reibung
ist fiir den Sonderfall » = 1 in Gleichung (3.2) dargestellt.

Dynamische Modelle verwenden Differentialgleichungen um die auftretenden Reibphéino-
mene zu beschreiben. Eine Verallgemeinerung des Coulombschen Modells stellt dabei das
dynamische von Dahl [37] vorgestellte Modell dar. Es beschreibt die Reibung durch die Dif-
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ferentialgleichung

dFreib_ 1 Freib
a ° F

Cc

Sgn(vreib,n)) Ureib, (3.3)

wobei o der Steifigkeitskoeffizient ist, mit [o]g; = Nm '. Die dynamischen Modelle haben
an Komplexitit zugenommen, wichtige Vertreter sind das auf der Idee der Borsten basieren-
de LuGre-Modell und der neuere Maxwell-Slip Ansatz, die im Gegensatz zum einfacheren
Dahl Modell weitere Eigenschaften im Reibkontakt abbilden, wie Losbrechkrifte und den
Strybeckeffekt.

3.2.1 Geschwindigkeitsunabhidngige Reibung

Bei der Coulombschen Reibung ist der Wert der Reibkraft vom gegenwértigen Geschwin-
digkeitsbetrag unabhéngig. In den statischen Modellen findet sich dies in der geschwindig-
keitsunabhéngigen Reibung, siehe Gleichung (3.1), wieder. Die Geschwindigkeit bestimmt
lediglich die Wirkrichtung der Reibkraft. Thr Betrag ist dabei proportional zur Normalkraft

Fc = ,LL()FN. (34)

Ein wichtiger Punkt ist die Beschreibung der Coulombschen Reibung an der Stelle v, = 0.
An dieser Stelle ist, anders als die Signumfunktion in Gleichung (3.1) suggeriert, die Reibkraft
nicht exakt definiert. Daher ist eine Fallunterscheidung notwendig, um diesen Konflikt zu

16sen

Fexta Ureib:(]/\Fext <Fc
Freip = ) (3,5)

Fc - sgn (Ureib,n) y  Ureib 7£ 0

wobei Fi,; die extern wirkende Kraft ist. Das Modell ist auf Grund der Signumfunktion
nichtlinear. Im Allgemeinen wird die Coulombsche Reibung bzgl. der Geschwindigkeit nicht
punktsymmetrisch sein. Je nach Vorzeichen der relativen Geschwindigkeit sind die Reibkréfte

unter Umstanden verschieden

Fext, Ureib:O/\_f?;<Pjext<F1cJr
Freib = Fc+7 Vpeib > 0 . (36)

_Fia Vreib < 0

Cc

Das Modell von Dahl verallgemeinert die so beschriebene Coulombsche Reibung. Es be-

riicksichtigt die Dynamik der Reibkréfte und integriert daher die Entwicklung der Zustéinde
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des Systems in die Beschreibung. Wird der Exponent r in Gleichung (3.3) zu Eins gesetzt,
folgt daraus die Differentialgleichung

dFreib o
dt

Frei
o (1 - b sgn(v,eib,n)) Ureib- (3.7)

Cc

Die Losung der Differentialgleichung (3.7) besitzt den stationdren Zustand

hm (Ffeib(t)) = Fc Sgn(vreib,n)a (38)

t—o00

der der Coulombschen Reibung entspricht. Das Modell stellt daher im Bereich von v, = 0
eine Erweiterung dar. Es erginzt das Coulombsche Modell um einige Aspekte im Presliding-
bereich. Um diesen Aspekt zu verdeutlichen, ist es sinnvoll die Differentialgleichung auf die

Ortskoordinate zu beziehen, so dass die Reibkraft unabhéngig von der Zeit formuliert wird.

3.2.2 Geschwindigkeitsabhdngige Reibung

Neben der Modellierung der Reibung iiber geschwindigkeitsunabhingige Modelle, existieren
Modelle, die den Betrag der Geschwindigkeit mit einbeziehen. Anders als bei der geschwin-
digkeitsunabhingigen Reibung wird hier in verschiedene Bereiche unterteilt, die ebenfalls
vom Betrag der Geschwindigkeit abhéingen. Dabei wird ein Ubergang vom Haften bis zum
vollstindigen Gleiten vollzogen. Die physikalische Erklirung der unterschiedlichen Berei-
che ist in [40] mit den Zustédnden der Grenzschicht zwischen den Materialien erklart. Im
folgenden Kapitel wird vor allem wichtig sein, dass sich die Reibmodelle dieser Bereiche

Geschwindigkeiten zuordnen lassen.

In der Phase des vollstindigen Gleitens liegt ein statisches Modell fiir diese Komponente
der Reibkraft mit Gleichung (3.2) vor. Der wichtige Spezialfall der geschwindigkeitspro-
portionalen Reibung liegt fiir den Exponenten r = 1 vor. In diesem Fall ergibt sich fiir
diese Komponente ein lineares Reibmodell. In der Ubergangsphase vom Haften zum Gleiten
kann ein umgekehrter Zusammenhang zwischen Geschwindigkeit und Reibkraft vorliegen,
der sog. Stybeck-Effekt. Seine Modellierung erfolgt mittels abklingender Funktionen, siehe
Gleichung (3.9), in vyep, Wie

Vreib
Vs

_ 02\

F,eib(vreib) = Fse V F,eib(vreib) = Fs (1 + iIb) (39)

bestimmt. Diese Eigenschaft erlaubt es die Funktionen in das statische Modell der geschwin-
digkeitsabhingigen Reibung zu integrieren, ohne eine Fallunterscheidung, abhéngig vom Be-

trag der relativen Geschwindigkeit v,.;, der Kérper zu machen. Lediglich der Bereich vor der
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F.}

Ureib

Abbildung 3.4: Verlauf der Modellierung fiir Strybeckeffekt: Exponentieller (durchgezogen)
und gebrochen rationaler (gestrichelt) Ansatz

Haftgrenze ist daher gesondert zu behandeln.
Wie auch bei der geschwindigkeitsunabhéngigen Reibung, Gleichung (3.6), ist es sinnvoll
bei den Funktionen eine Asymmetrie fiir positive und negative Geschwindigkeiten vorzuse-

hen. Dies schldgt sich in den Koeffizienten wie folgt nieder

mjvreib + Ferg(Ureiba U;r)a VUreib > 0

Frop = (3.10)

bl
My Vreib — Fy §(Ureib, V5 )y Vreib < 0

wobei g die entsprechende Funktion fiir den Strybeck-Effekt beschreibt.

3.2.3 Gesamtes Modell

Aus den vorigen Uberlegungen lisst sich ein gesamtes Reibmodell erzeugen. Da die gewihlten
Modelle, mit Ausnahme des von Dahl, Gleichung (3.7), statische Beschreibungen sind, lassen

sie sich zu einem Gesamtmodell iiberlagern

;

Fext7 Ureib = 0 A

—(F + F) < Foy < FX + FSf
Freiy = Fob) < Fou < FO4 B (3.11)
M Vreib + Fy g(Vreib, UF ) + Fo, Upein > 0

\m;Ureib — F; 9(Vrein, 03 ) — F7, Urein < 0

Die Verwendung statischer Modelle in der Beschreibung der Reibkraft nach Gleichung (3.11)
verzichtet insbesondere auf Phinomene vor dem Uberschreiten der Haftgrenze. Um diese pri-
zise zu modellieren sind dynamische Modelle notwendig. Die Ausklammerung dieser Aspekte
wird in Kapitel 4 motiviert. Im Vorgriff auf das folgende Kapitel sei auf die Beschreibung
der Reibkraft im Stillstand hingewiesen. In diesem Fall ist die Kraft mittels eines Intervalls
beschrieben, so dass die Integration als Zustandsgrofe in den dynamischen Gleichungen des
Gesamtsystems nicht durchfiihrbar ist. Neben weiteren Aspekten ist dies ein Grund den

Bereich um v, = 0 von der Schitzung auszunehmen. Vor diesem Hintergrund wird von
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weiteren Verfeinerungen des Modells abgesehen.

Die explizite Unterscheidung der charakteristischen Parameter des Modells abhéngig von
der Orientierung der Geschwindigkeit in Gleichung (3.11), erlaubt die Beriicksichtigung der
Bewegungsrichtung bei der Angabe der Reibkraft. Eine Positionsabhéngigkeit der Parameter
ist jedoch nicht vorgesehen, somit ist ein homogener Kontakt angenommen. Eine Totzeit
zwischen Reibkraft und Geschwindigkeit taucht im Modell ebenfalls nicht auf.

Hervorzuheben ist die Abhéangigkeit von der Normalkraft als zusdtzliche Einflussgrofe.
Sie beeinflusst insbesondere die Parameter F'= und m¥ des Modells. Mit Verdinderung des
Gelenkspiels und damit der Anpresskraft wird somit die resultierende Reibkraft beeinflusst,
geméf Gleichung (3.4).
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4 Detektion der Reibkraft

Die im vorigen Kapitel skizzierten adaptronischen Gelenke besitzen eine variable Reibkraft,
die die Dynamik des gesamten Systems beeinflussen. Weiterhin offenbaren diese Gelenke
aber auch Moglichkeiten, die Qualitit der Roboteraufgabe zu erhdhen. Zum einen ist dabei
der Einsatz zur Unterdriickung von Schwingungen zu sehen [41]. Ein weiterer Aspekt ist die
Anpassung des Gelenkspiels an die jeweilige Roboteraufgabe. Aus regelungstechnischer Sicht

sind dabei zwei Punkte relevant

1. Die Verringerung des Gelenkspiels wird auch die Reibung in den Gelenken signifi-
kant erhéhen. Da fiir spezielle Aufgaben sogar die vollstindige Blockade des Gelenks
angestrebt wird, ist die damit verbundene Verdnderung der Dynamik des Roboters
offensichtlich. Soll die Giite der Regelung sich daher nicht verschlechtern, muss der

neuen Dynamik Rechnung getragen werden.

2. Ist eine definierte Verstellung des Gelenkspiels fiir bestimmte Aufgaben angestrebt, so
muss diese Grofe erfasst werden. Bereits in der Konzeptionsphase hat sich gezeigt, dass
diese schwer messbar ist. Der Versuchsstand fiir die Gelenke greift daher auf die Mes-
sung der Reibung als Ersatzgrofe fiir das Gelenkspiel zuriick. Daher ist die Kenntnis

der gegenwirtigen Reibung ein Signal, welches fiir diese Regelaufgabe verwendbar ist.

Beide Szenarien erfordern die Bestimmung der Zustinde des adaptronischen Gelenks. Im
Falle von Punkt 1 ist dies die verursachte Reibung direkt, unter Punkt 2 ist die Reibung eine

zweckméfige Ersatzgrofe oder abhingig von der gestellten Aufgabe die Regelgrofe selbst.

Starrko -
Trajektorie AFTROTDEE ’ Roboter
_J| regelung

Beobachter

Abbildung 4.1: Einsatz der detektierten Reibkraft in der Regelung
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Kann die Reibkraft zuverlissig ermittelt werden, so kdnnen die oben genannten Punkte abge-
arbeitet werden. Mogliche Signalfliisse fiir das Szenario unter Punkt 1 sind in Abbildung 4.1
illustriert. Die Regelung inklusive Modell und Transformationen sind in dem Block ,Starr-
korperregelung* zusammengefasst. Die Informationen des Beobachters kénnen sowohl in der

Regelung als auch in der Planung genutzt werden.

4.1 Art der Detektion

Aus den definierten Aufgaben leiten sich die Anforderungen an die Detektion der Reibkraft
ab. Bei der unter Punkt 2 beschriebenen Aufgabe ist der Momentanwert der Reibkraft rele-
vant. Seine Kenntnis ist fiir den Regler der Adaptronik wichtig, um den gewiinschten Zustand
am Gelenk einzustellen. Ein detailliertes Modell der Reibung ist nicht zwingend erforderlich,
da keine Vorhersagen zu treffen sind. Anders liegt die Situation im Falle von Punkt 2. Um
den Einfluss auf die Dynamik entsprechend zu kompensieren, ist die Wahl des Modells von
Bedeutung.

Weiterhin soll die Bestimmung der Reibkraft ohne zusétzliche Sensorik auskommen. Der
jeweilige Zustand des adaptronischen Gelenks muss daher aus den vorhandenen Grofen
im Zusammenspiel mit dem Modell der Strecke abgeleitet werden. Generell bietet sich fiir
derartige Aufgaben die Adaption etwaiger Modellparameter oder eine Zustandsschitzung
mittels Beobachter an. In beiden Fillen, Adaption und Beobachtung, muss fiir das mit
Reibung beaufschlagte System ein moglichst prazises mathematisches Modell existieren. Die
Komplexitit des Modells ist auf der anderen Seite durch den Einsatz im Echtzeitkontext mit
entsprechend angestrebten niedrigen Zykluszeiten beschrinkt.

Da der Einfluss auf die Reibung nach bewussten Eingriffen erfolgt und daher nicht als
quasi-stationir angenommen werden kann, muss das gewihlte Verfahren in der Lage sein
diesen Anderungen zu folgen. Weiterhin setzt die Forderung nach Punkt 2 zu Beginn die-
ses Kapitels den Einsatz des Verfahrens im Regelkreis voraus. Diese Griinde sprechen fiir
den Einsatz eines in diesem Falle nichtlinearen Beobachters, um die Werte der Reibung zu
bestimmen. Im Gegensatz zur Theorie der Zustandsbeobachter im Rahmen linearer Syste-
me, die umfassend in der Literatur beschrieben ist [8], fehlt bei nichtlinearen Systemen ein
einheitlicher Ansatz. Bei mechanischen Systemen bietet die Differentialgeometrie jedoch ein

vielversprechendes Werkzeug, um derartige Probleme zu formulieren und zu 16sen.

4.1.1 Die Modellierung des Systems

Wie bereits erwihnt, wird fiir die Zustandsschéitzung ein moglichst prazises Modell der Stre-

cke bendtigt. Das mechanische Modell des Roboters wird dabei von der Differentialgleichung
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abgebildet
M,(q)G+C,(q.9)q+9,(q) =Ta+ "JqT (g)o, mit g € R"f (4.1)

mit der Tragheitsmatrix M, , der Coriolismatrix Cy, dem Gravitationsvektor g, und den
Antriebsmomenten 74 . Die von den passiven adaptronischen Gelenken verursachten Reib-
kréfte bzw. -momente o, werden mit der entsprechenden Jakobimatrix °.J. ;F in den Raum der
verallgemeinerten Krifte transformiert. Die Gleichung ist den verallgemeinerten Koordina-
ten formuliert, die hier den Antriebskoordinaten entsprechen. Diese, bei Parallelkinematiken
eher uniibliche Formulierung, bietet den Vorteil die tatsidchlichen Messgrofen zu beinhal-
ten. Im Folgenden wird die Koordinatenabhingigkeit der Systemmatrizen aus Griinden der
Ubersichtlichkeit weggelassen.

Das mathematische Modell des Roboters liegt nach Gleichung (4.1) als Differentialglei-
chung zweiter Ordnung vor. Die weitere Analyse des Systems mit Hilfe der Methoden der
Differentialgeometrie erfordert die Darstellung im Zustandsraum, also als System von Glei-
chungen erster Ordnung.

Da sich die Gleichung explizit nach der hochsten Ableitung auflosen lésst, erfolgt diese

Transformation durch Substitution der Variablen

T
— |7 T —
T = [.’I:A :I;B] = [3:1 co Ty Tpgodl e Topg,

) (4.2)
e U IR T R

und Umstellen der Gleichung nach der zweiten Ableitung der verallgemeinerten Koordinaten.
Die dazu notwendige Inversion der Tragheitsmatrix M, unterliegt keiner Beschrankung,

da diese stets regulér ist

G=M_ 14+ M "JqTar — M/ (Cyd + gq)

d |®aA B o o
dt - -1 + ~1o7T + ~1 ' (43)
Tp — M (Cyxp + gq) M, °J, o, M, 14

Das Modell nach Gleichung (4.3) enthélt die Reibung noch als externen Parameter, der
nicht Bestandteil des Zustandsraums ist. Die Methoden der nichtlinearen Beobachter sehen
eine Zustandsschéitzung vor, daher ist die Reibung als interne Groéfse dem Modell hinzuzu-
fiigen. Fiir diese Integration sind die Modelle aus Abschnitt 3.2 notwendig. Mit ihrer Hilfe
lassen sich Kenngréften der Reibung in das Gesamtmodell des Systems integrieren und ein
entsprechender Beobachter auslegen. Analog zu linearen Storgrofsenbeobachtern identifiziert

sich zunéchst der eigentliche Vektor der Storgrofen in Gleichung (4.3) zu o,. Dieser koppelt
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iiber eine zustandsabhéingige Matrix in das System ein, ist jedoch beziiglich seiner Elemente
linear. Um die Storgrofe in die Zustandsdifferentialgleichungen mit aufzunehmen, werden
wie im linearen Fall, siehe [11|, Annahmen iiber ihren Verlauf getroffen. Diese erfolgen mit
den Modellen nach Abschnitt 3.2, dabei wird dass statische Modell nach Gleichung (3.11)
herangezogen, der Strybeck-Effekt wird dabei aus den Gleichungen entfernt. Die Motivation
fiir dieses Vorgehen leitet sich aus aus den bereits in Kapitel 3 formulierten Uberlegungen
ab, die Detektion um den Bereich v, = 0 auszusetzen. Der Strybeck-Effekt dient vor al-
lem der praziseren Modellierung dieses Bereichs, so dass seine Beriicksichtigung kaum zur
Verbesserung des Modells beitrigt. Da sich die Reibzustinde in den Gelenken untereinander
nicht beeinflussen, gilt fiir jedes ein individuelles und von den anderen entkoppeltes Modell.
Als Annahme iiber den Storgrofenverlauf sind dabei die Parameter F, und m, als konstant
bzw. stiickweise konstante Funktionen angenommen. Damit vergrofsert sich die Dimension

des Zustandsraumes um die doppelte Anzahl der beriicksichtigten Reibmomente ny

T
_ | T T T
x = |:.’13A Ty To -’IJD] . € R" n=2ngy+ 2ny¢
T mit c R . (4-4)
. w 7m

Mit Hilfe des in Gleichung (4.4) definierten Zustandsvektors und den oben getroffenen An-
nahmen iiber das Verhalten der charakteristischen Parameter F,. und m, definiert sich die

gesamte nichtlineare Zustandsgleichung

EXE Tp 1 [ o |
A ag| _ | M (T we+ o0 diag (wp) 25 — (CyTgwn +99) | | M 7| 4 5
at |, . 0

[ Zp] L 0 ] | o |

wobei “J,xp die generalisierten Geschwindigkeiten in den Raum transformiert, in dem die
Reibung definiert ist. Auf Grund der statisch-kinetischen Dualitédt sind die Jakobimatrizen
gleich.

Zur vollsténdigen Angabe des Zustandsraummodells des Roboters fehlt noch die Defini-
tion der Ausgangsabbildung des Systems, also die Transformation der Zustandsgrofen auf
die Messgrofsen. Durch die Wahl der generalisierten Koordinaten zur Beschreibung der dy-
namischen Gleichungen, entsprechen die Zustandsgrofen den tatsédchlichen Ausgingen des

Systems: Den Antriebspositionen und Geschwindigkeiten

T
y=ho(@) = |z} 2} mit yeR¥o (4.6)
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In Gleichung (4.5) ist auf der rechten Seite ein von den Eingangsgrofen unabhingiger
Summand abgeteilt. Auf diesen Vektor wird im folgenden als Driftfeld referenziert. Der
zweite Term enthélt die Eingangsgrofen. Fasst man die zustandsabhidngigen Grofen zu einer
Matrix zusammen, so ergibt sich aus den Gleichungen (4.5) und (4.6) das eingangslineare

Zustandsraummodell

Ndof

©=fot Y GujTdi (4.7a)
j=1
Yy = hs. (4.7b)

Damit ist das System fiir die differentialgeometrischen Untersuchungen vorbereitet. Das Vek-
torfeld f, und die Komponenten Matrix G, sind analog zum Zustandsvektor in Teilkom-
ponenten A, ..., D gegliedert. Uber Gleichung (4.7) wird dabei nur ein Teil des gesamten
Zustandsraumes M des Roboters beschrieben. Die einzelnen Teilrdume sind durch Singu-
laritdten getrennt. Da die Gestalt der Gleichungen fiir jeden der Teilrdume gleich ist, stellt

dies im folgenden keine Einschrinkung dar.

4.2 Beobachtbarkeit des Systems

Das Modell aus Gleichung (4.7) erm6glicht nun die Definition der Beobachteraufgabe. Die zu
beobachtenden Zustandsgrofen sind der Wert der Coulombschen Reibung in den Gelenken,
sowie der Proportionalititsfaktor der viskosen Reibung, reprisentiert durch ¢ und xp im
Zustandsvektor. Das System ist nun auf Beobachtbarkeit zu priifen, bevor iiber die Ableitung
des Zustandsschétzers entschieden wird.

Die Beobachtbarkeit von Systemen ist definiert iiber die Moglichkeit die Zustandsgrofen
auf Basis der Systemausgéinge zu rekonstruieren. Im Gegensatz zu linearen Systemen kann
die Rekonstruierbarkeit bei manchen Eingangssignalen moglich sein, bei anderen nicht. Dies
wird bei der Definition der Beobachtbarkeit beriicksichtigt.

Definition 1 (Beobachtbarkeit) Fiir ein System heifsen zwei Zustande z,, zo nichtunter-
scheidbar z11zo, g.d.w. fiir jede zuléssige Eingangsfunktion w(t) die jeweiligen Ausgangsab-
bildungen gleich sind y(t, z1,u) = y(¢, 22, w),t > 0. Das System heift beobachtbar, wenn die

Nichtunterscheidbarkeit zweier Zustinde ihre Identitit impliziert

211z = 21 = 29
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Die Formulierung der Beobachtbarkeit nach Definition 1 fordert dabei nicht die Unter-
scheidbarkeit fiir alle Eingangssignale. Weiterhin legt Definition 1 den formalen Begriff der
Beobachtbarkeit fest, stellt jedoch kein leicht zu priifendes Kriterium dar. Die Formulierung
einer Bedingung analog zum linearen Fall unterliegt bei nichtlinearen Systemen der Ein-
schrinkung eine lokale Bedingung zu sein [16]. Die Nichtunterscheidbarkeit zweier Anfangs-
zustinde gilt dabei in einer offenen Teilmenge des gesamten Zustandsraums des Roboters
YV C M. Existiert um alle moglichen Anfangszustinde eine solche Umgebung, so heifst das
System lokal beobachtbar.

Zur Uberpriifung der lokalen Beobachtbarkeit bietet die Differentialgeometrie Verfahren
an. Diese ermdglichen es, den Test auf Beobachtbarkeit dhnlich im linearen Fall auf Rang-
bedingungen zu projizieren. Bei nichtlinearen Systemen sind dies keine Matrizen sondern
Kodistributionen. Die Bedingungen zur Beobachtbarkeit werden mit Hilfe des Beobachtbar-

keitsraums [16] formuliert.

Definition 2 (Beobachtbarkeitsraum) Der Beobachtbarkeitsraum eines nichtlinearen Sys-
tems nach Gleichung (4.7)) ist als derjenige Vektorraum O definiert, der alle Ausgangsab-

bildungen hg 1, ..., hy, enthélt, sowie alle wiederholten Lie-Ableitungen

je{L,2,...,p}

LEl L£2"'L€k hm,j(w) E c {f g g }
7 xz) Yzl - - -y Yz g

Demnach ist der Raum abgeschlossen bzgl. der Differentiation entlang der Vektorfelder &;.q

Die Vorschrift zur Konstruktion des Beobachtbarkeitsraums nach Definition 2 beschrankt

die Anzahl der Lie-Ableitungen. Es ist eine minimale Basis zu finden.

Satz 1 (Starke lokale Beobachtbarkeit) FEin analytisches nichtlineares System nach Glei-
chung (4.7) ist dann lokal beobachtbar in x, falls die Kodistribution des Vektorraums nach

Definition 2 in xq die gleiche Dimension wie das System hat
dim (M) = dim (AO(x))) = ng mit AO(x,) = span (dP(x,)|P € O)

Erfillt das System die Bedingung fir alle £y € M, dann ist das System lokal beobachtbar. o

Bemerkung 1 Der Beobachtbarkeitsraum O nach Satz 1 enthélt unendlich viele Funktio-
nen. Fiir die Bewertung der Beobachtbarkeit werden n linear unabhéngige Funktionen beno-
tigt. Mit Hilfe dieser erfolgt dann der Test der im selben Satz formulierten Rangbedingung.

Im Allgemeinen sind dies die Ausgangsabbildungen selbst, sowie die ersten Lie-Ableitungen.q
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Neben der Analyse der Beobachtbarkeit mittels der Kodistribution existiert die Moglich-
keit die Beobachtbarkeitsabbildung zu untersuchen, siehe [13]. Diese untersucht die Moglich-

keit die Zustandsgrofen aus den Ausgangsgrofen des Systems zu rekonstruieren.

Definition 3 (Beobachtbarkeitsabbildung ([13])) Die Beobachtbarkeitsabbildung fiir
Systeme nach Gleichung (4.7) mit hinreichend oft differenzierbarer Ausgangsabbildung lautet

q:= dt: . (4.8)

dn—l
den—1

ha

Damit besteht eine Verwandtschaft zum Beobachtbarkeitsraum, da die Zeitableitungen durch

Lie-Ableitungen entlang des Driftfeldes und der Eingangsgrofen formulierbar sind. 0

Satz 2 (Globale Beobachtbarkeit ([13])) FEin nichtlineares System in der Form von Glei-
chung (4.7) ist dann global beobachtbar, wenn seine Beobachtbarkeitsabbildung nach Defini-

tion 3 auf dem gesamten Definitionsbereich fiir x, T4 eindeutig invertierbar ist. o

Bei der Beobachtbarkeitsbedingung aus Satz 2 ist zu beachten, dass die Abbildung nach
Definition 3 die totalen Differentiale der Ausgangsabbildung bzgl. der Zeit enthilt und daher
auch Ableitungen der Eingangsgrofte enthalten kann.

Zur Priifung der Beobachtbarkeit muss daher der Beobachtbarkeitsraum des Systems nach
Gleichung (4.7) aufgestellt werden. Durch die Beschreibung des Systems in Antriebskoordi-
naten sind die Komponenten der Ausgangsabbildung h, sowie die Vektorfelder h,; entspre-
chend einfach. Der Raum enthélt damit die Zustdnde x4, ..., xs,,, Die Lie-Ableitungen

entlang eines Vektorfeldes v der Ausgangsabbildung sind definiert zu

L'u hmz == = . 49
(ha) () = 522 (19)
Die Ableitung der Ausgangsabbildung kann im Block erfolgen, so dass gilt
Oh
L, (h, = 2. 4.1
(he) (&) = 52 (1.10)

Zur Berechnung der Lie-Ableitung wird zunéchst der linke Term von Gleichung (4.10) be-
rechnet. Die Ableitung der Ausgangsabbildung erfolgt zu

2Ndof 2ng

Oh, oh, 0Oh, Oh, Oh, } | O oo
o I

— Ndof
T = T T T T
ox ox, Oxp Oz, Oxp

Ndof
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Damit folgt fiir die Lie-Ableitung entlang des Driftfeldes f,

_ Fan
Ly, (he) (x) = I.,, o o 0] fz,B _ [.fm,A]
o I,,, o o||fzc Sfa.B
_ fop
_ _ B
— _Mq_l ("J;Fa:c + UJ;F diag (zp) “Jgxp — (Cqxp + gq))

Die ersten ng4o,r Komponenten der obigen Gleichung sind linear von den Ausgangsabbildungen
abhéngig und somit fiir die Suche nach den n unabhiingigen Funktionen irrelevant. Fiir ihre
weiteren Ableitungen gilt augenscheinlich ebenfalls, dass sie keine weiteren relevanten Funk-
tionen beitragen. Daher wird die zweite Ableitung ausschlieflich mit unteren Komponenten
des Vektors gebildet

L2w (hep) (x) =Ly, (M(;1 ("JqT:I:c + ”JqT diag (xp) °Jqxp — Cyxp — gq)) ().

Bei der Bildung der Lie-Ableitung kann ausgenutzt werden, dass das Driftfeld f, Nullkom-
ponenten besitzt. Die Ableitung nach den Zustandsgrofsen ¢, xp kann daher entfallen. Die
Ableitung nach den Positionen und Geschwindigkeiten ist auf Grund der starken Verkopp-
lung in den Matrizen aufwindiger. Um zu einer einheitlichen Schreibweise zu gelangen, wird
auf die Definition der Ableitung von Matrizen nach Vektoren in [42] zuriickgegriffen. Unter
Verwendung des Kroneckerproduktes und der Kroneckersumme kénnen so die Ableitungsre-
geln aus dem skalaren Bereich iibertragen werden. Die Interpretation der Lie-Ableitung als
Zeitableitung stellt sicher, dass die Konstrukte auch existieren'. Damit lisst sich insbeson-

dere auch die Coriolismatrix iiber die Massenmatrix definieren, siehe [43]

. oM, 1 . OM,
Cq — (qT ® Indof) a—qq - 5 (Indof ® qT) Wq
oM 1 oM,

= (azg & Indo{) 871: — 5 (Indor’ X ZBE) aqu . (4]_]_)

Die Ableitung der Komponente f; p nach den Zustandsgrofen, wie es fiir die Lie-Ableitung
benotigt wird, kann in Teilaufgaben unterteilt werden. Zunéchst wird die Ableitung nach
den generalisierten Antriebskoordinaten, reprisentiert durch die Groéfen a,, gebildet. Die
Ableitung erfolgt separat fiir jeden Summanden.

Der Term geschwindigkeitsproportionale Reibung besitzt drei Faktoren, die von den Zu-

!Bei der Zeitableitung handelt es sich um die Differentation nach einer skalaren GroRe. Diese ist eindeutig
definiert, so dass die Ableitung nach Matrizen und Vektoren hier wieder entsprechend kollabiert.
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standsgrofen @, abhingen. Die Ableitung erfolgt daher mit Korollar 3 um die Faktoren zu

isolieren
9 1o 7T 3 o
oz, (M, ' °J, diag (zp) “Jqxp) = ...
oM 1°Jt , o 1o p0diag (zp) ° TR
o (g, @ diag (p) “Tgws) + My Iy o (412)
A A

Fiir die Ableitungen in den beiden Summanden kommt erneut die Produktregel zum Einsatz.

Weiterhin wird die Ableitung der inversen Massenmatrix mittels Korollar 5 aufgeldst

8M—1 GJT aM_l aO'JT
q q — q In o'JT M_l q
aw'g 3:133 ( dof ® q ) + q awg
= M*lan I MY (I TN+ M "Jq 4.13
— T +¥q awg(ndof@) q )(ndof® q)+ q awg ( )
ddiag (xp) °J,xp . 0°J,
= 977 = diag (zp) an (In,,; ® xB) (4.14)

Durch Einsetzen von Gleichungen (4.13) und (4.14) in Gleichung (4.12) ist die Ableitung der
geschwindigkeitsabhéngigen Reibung

O(M*eJ] diag (zp) “Jxp)

aCBA
. 0°%J,
M(;l O'J;F dlag («’BD) —'I? (Inda{ (39 :BB) — .
ox 4
_,OM e ) "
@ aa;f (Lo ® My 7 diag (xp) “Tgzs) , (4.15)

wobei die Multiplikationen der Form [[(Z,,, ® v;) nach Korollar 1 zusammengefasst sind.
Die Ableitung des Summanden mit Coulombscher Reibung ist dhnlich zu den obigen Glei-
chungen. Die Aufteilung ist analog zu Gleichung (4.12), nur dass der abgespaltene Vektor
unabhéngig von x4 ist und seine Ableitung folglich Null ist. Damit ist
—1o7T o T
W‘%T;qwc ~ Mql% (g ® @) — ...
—190M,

q@(I

Ndof

® (M %I zc)). (4.16)

Die Reibungsanteile sind durch die Gleichungen (4.15) und (4.16) beschrieben. Es bleiben
die Anteile des urspriinglichen Robotermodells. Auch hier gleicht die Struktur der Terme

den bereits behandelten. Die Ableitungen der mit der inversen Massenmatrix multiplizierten
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Coriolisterme und konservativen Krafte sind daher

e S R
oz, Ox, oz ,
aMgqua:B _ Mfl va
ox} 1 oz}

(Lngor ® (M 'gq)) (4.17)

oM,
ozt

(I, ®xp) — M’ (Lo, ® (M 'Cyzp)) (4.18)
Mit den Gleichungen (4.15) bis (4.18) stehen nun die Ableitungen nach dem ersten Block
der Zustandsvariablen zur Verfiigung. Die Ableitung der Komponente f, p nach den gene-
ralisierten Geschwindigkeiten, reprisentiert durch die Zustandsgréfen apg, ist bei nur zwei
der Summanden von Null verschieden: Der geschwindigkeitsabhéngigen Reibung und den

Corioliskraften

OM ' °J; diag (zp) “Jqp

5T = M_"°J, diag (zp) 7Jy, (4.19)
B
O—M_'C,xp . 0C, B
—aq:c;g = =M a:::}? (In,, ® ) — M_'C,. (4.20)

Mit Hilfe der obigen Teilergebnisse lassen sich nun die Lie-Ableitungen bilden. Es ste-
hen damit insgesamt 4ng4.r Funktionen aus dem Beobachtbarkeitsraum zur Verfiigung, um
die Rangbedingung in Satz 1 zu iiberpriifen. Dies entspricht nicht notwendigerweise dem
Systemgrad n. Die Dimension der Ausgangsabbildung bedingt, dass ohne Verletzung der
Symmetrie nur Vielfache der Systemordnung erreichbar sind. Die Multiplikation der obigen
Ableitungen mit den entsprechenden Komponenten des Driftfeldes ergibt

afar:,B afar:,B
L% (hop) (z) = oxT P T el

+ fac,B-

In der Gesamtgleichung existieren Terme, die sich zusammenfassen lassen:

oM - B oM, _
_Mq 1 amf (Indof (29 (Mq 1CqCCB)) rp = _Mq ! (ch ® Indaf) aqu Mq 1quB
M. - B oM, _
Mq 18?3(1 (Indaf ® (Mq 1gq)) LB = Mq ' (CCE ® Indo{) aaZAq Mq 1gq
OM oM,
]\lq’1 awf (Indof ® (M{;1 UJJZBc)) rp = M{;1 (:Bg ® Indof) am:ﬂlc;1 UJquC
oM,
M 3t (Tngye ® M 735 ding (@0) “Tywn) @5 =
A

oM,
aCBA

M, (x5 1I,,,) M ' °J, diag (xp) "Jqxp.

Die obigen Umformungen der zweiten Summanden der Gleichungen (4.15) bis (4.18) erfolgten
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mittels der Zerlegung der Coriolismatrix nach Gleichung (4.11) sowie der Anwendung der
Aquivalenzumformungen 1 und 2. Die so enstandenen Terme sind identisch mit einem Teil
des zweiten Summanden aus Gleichung (4.20). Da diese die gleiche Struktur besitzen, wird

ein Summand des voll ausmultiplizierten Terms mit v abgekiirzt

_ _ oM 1 oM
MG = M ((mg & L) ot = 3 (T ) Mq) v.

[a—

Auf Grund des gleichen Vorzeichens kompensieren sich die Terme jedoch nicht. Die Auflésung
der anderen Terme erlaubt zunéchst keine weiteren Vereinfachungen, so dass die zweite Lie-
Ableitung lautet

12 (he)(z) = ...

: 0°J,
M °J ] diag (€p) == (I, ® Tp) T . ..

oz’
+M_1 UJqu(I ®dla (m )O'Jm )33
q an Ndof g (LD qTB)XB. ..
oM, . .
o 2Mf;1 aqu (Indaf ® Mgl GJ:]F diag (zp) Jq«’BB) xrg...
A
0°Jr OM
+ Mq_l 5 ,g (Indof X a'ﬁc) rg — 2Mq_1 5 Tq (Indof ® (Mq—l UJ;ITQ:C)) Tp...
:BA wA
dg oM
~ M, am%wBHMq amf (L, ® (M;'gy)) 25 ..
oC OM
_ ;1 a:ch (I, ® xp)xp + 2M;1 E):qu (Indof & (M(;quwB)) _—
A A
Mgt g o 19
M o o) Ty o~ M 058 (U0 ) o
B
41 ™ OM,
o Mq 15 (Indof ® wB) W;fw,B (421)

Um den Rangtest durchzufiihren, wird nun die Kodistribution in den lokalen Koordina-
ten gebildet, die aus den partiellen Ableitungen der Funktionen des Beobachtbarkeitsraums

besteht. Als Funktionen stehen nun zur Verfiigung
ha:,A, ha:,Ba wa (hm,B) (CB) ’L2fw (ha:,B) (a:) e 0. (422)

Die partielle Ableitung der Funktionen nach « ist zum Teil bereits zur Bestimmung obi-
gen Lie-Ableitungen geschehen. Es fehlt die partielle Ableitung der zweiten Lie-Ableitung
der Teilfunktionen h, 5 der Ausgangsabbildung. Um eine gleichférmige Beobachtbarkeit zu

erreichen, fordert Satz 1 die entsprechende Dimension der Kodistribution des Beobachtbar-
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keitsraums in allen Zustinden & € M. Die partielle Ableitung der Ausgangsabbildung liefert
2ng4or linear unabhéingige Vektoren, unabhingig vom Systemzustand. Auf Grund der Wahl
der Antriebskoordinaten als Bezugssystem ist die Ableitung einfach. Die folgenden Vekto-
ren miissen demnach diejenigen Dimensionen aufspannen, die mit den Zustdnden x¢,xp
assoziiert sind. Daher wird die Ableitung nach den Zustinden x4, xp fiir diese Betrachtung

weggelassen

a o o 3 o
&B—Twa (he) (x) = [* « MJ'OJ] M;'oJ] diag (“Jgxp)| - (4.23)
Die Ableitung nach Gleichung (4.23) erweitert den aufgespannten Raum genau dann um
ngor Dimensionen, wenn das Produkt der Matrizen M;l "JqT den Mindestrang ng4or hat. Dies
bedeutet die Jakobimatrix darf keinen Rangverlust besitzen, folglich darf der Roboter nicht
in einer singuldren Position stehen. Die Einschrédnkung gilt demnach nur fiir einzelne Punkte

im Arbeitsraum.

Bei der partiellen Ableitung der zweifachen Lie-Ableitung der Ausgangsabbildung werden
ebenfalls die Ableitungen nach den Zustinden x4, xp nicht bestimmt, da diese keine neuen
Informationen tragen. Zunéchst werden diejenigen Terme herausgenommen, die den Zustand
x ¢ enthalten. Die Abhéngigkeit ist in allen Termen linear, und x ldsst sich mit Hilfe der
Aquivalenzumformung 1 stets so isolieren, dass die Ableitung einfach durchfiihrbar ist. Zur
Verkiirzung der Gleichungen wird die allen Termen gemeine Linksmultiplikation mit der

inversen Massenmatrix ausgelassen sowie T' = M~ ! "JqT gesetzt

awg aw'g ( Ndof X CL’C) Ip | = 8:1:}; (iBB & ndof)
0 oM, OM
-2 q In T =92 q In T
awg ( awg ( dor @ ( a’C)) $B) awg (CBB (%9 do{)
9 : o o . o
5T (UJ;F diag (zp) “JTxc) = J;F diag (xp) °J,T
C
o (9C 20
_@ (awg (Indof ® :BB) Ta:C) = %ﬁ (Indo{ ® CUB) T
0 (1 oM 1 oM
- - I T qT _ I T qT'
8:1% (2 ( ndof®$B) O 4 iBC) 5 ( nd0f®a3B) D n

Um die Rangbedingung zu analysieren werden auch die Ableitungen nach der geschwindig-
keitsproportionalen Reibung bendtigt. Diese sind jedoch nicht sdmtlich linear. Unter Aus-
nutzung von Aquivalenzumformung 1 sowie der Aquivalenz diag(xz)z = diag(z)x kann in

den linearen Termen xp, fiir die Rechnung giinstig isoliert werden. Auch hier ist die fiithrende
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inverse Massenmatrix ausgelassen und R = M teg qT diag (?J,xp) als Abkiirzung eingefiihrt

o (oo o T
83}}3 ( J;r diag (:BD) Wf (Indof ® mB) mB) = J;F diag (&L’f (Indof X e’BB) 5133)

0 oM. oM,

87"5 <_26T£q (Indaf ® Rap) wB) =2 amf (xp® Indof) R

o [oc, oC
o (G, Rap ) = S0 (1, R
amjD“ (aa% ( dor @ wB) wD) amg ( dor @ wB)

0 1 oM 1 oM

N _ In T qR — In T qR
amg (2 ( dor @ wB) 0x A wD) 2 ( dof & wB) DA

0 . - " ‘ "
9T (UJqT diag (zp) °Jq (fo.5 — Rxp)) = JqT diag (fz,p — Rxp) °J4
D

In der letzten Gleichung ist der Ausdruck f,p — Rxp vom Zustand xp unabhéngig. In
einem letzten Schritt folgt nun die Ableitung des nichtlinearen Terms. Er ist bilinear bzgl.

der Komponenten des Teilzustandsvektors xp

0 : o —-lo : o
5T (M1 2J] diag (xp) T M ' °J] diag (zp) “J,xp)
D
0 e . o7 \2 oU?
:87% ((Mq LoJ] diag (xp) “Jg) :133) = 87% (L, ®xp)
mit % (M1 eJ] diag (zp) °Jq) = M °ITU, (I,,,,, @ °Jq)
Uy = M ' °J; diag (xp) °Jy, U, = Bda%(fm

= 1\4(1_1 UJ;FUQ (Indaf ® UJQ) (Indof ® Ul) (Indaf ® wB) +...
ljl]\4(1_1 UJ;FUQ (Indaf ® UJQ) (Indof ® wB)

mijr=1 1j=k=1

mit U2 = [UQJ, ey UQ,nda] y U27Z': M e R™

f.
m;r =0 :sonst

U2 (Indof X ’U) = [UQJ’U, Cey U2,ndof'v] = dlag(fv)
:M(Il UJqT diag (“JUrp) + U1]VI(;1 "JqT diag (“Jqxp)

4.2.1 Untersuchung der Beobachtbarkeit des vereinfachten Systems

Damit liegen die notwendigen partiellen Ableitungen der Funktionen aus Gleichung (4.22)
vor. Die Untersuchung der Beobachtbarkeit erfolgt zunéchst fiir ein vereinfachtes System, um
die Komplexitdt der Gleichungen zu reduizieren. Im spéateren Verlauf des Abschnitts werden
die getroffenen Einschrankungen zuriickgenommen, um eine allgemein giiltige Aussage iiber

die Beobachtbarkeit zu erzielen. Die temporéir angenommenen Einschrinkungen lauten:
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1. Konstante Massenmatrix M. Dies ist eine harte Einschrinkung an das System, lasst
jedoch viele Gleichungen kollabieren. Es bedeutet insbesondere auch nach Gleichung (4.11),

dass die Coriolismatrix Null ist.

2. Konstante Jakobimatrix ?J,. Die Jakobimatrix ist unter anderem konstant, wenn die
Reibung in den aktiven Gelenken beobachtet werden soll. Die Beobachtbarkeit sollte

auch in diesem Fall sichergestellt sein.

3. Keine konservativen Krifte g, = 0. Die Beobachtbarkeit soll nicht an die Existenz z. B.

vom Gravitationsfeld gebunden sein.

Unter den obigen Bedingungen vereinfachen sich die Ableitungen zu

8L2w (h’m) (:B) —1o07T 3 o —1o7T
—me M, °J, diag (xp) J,M, " °J,
0L, (hs) (2) e e -
f&wp = M, 7, diag (M, T xc) T+

M ' °J] diag (T Urxp) + UM, " 7J] diag (“Jqxp)

mit U, = M, ' °J; diag (xp) “Jq

Samtliche Gleichungen hingen dabei von den Parametern x¢, xp selbst ab. Unter der Vor-
aussetzung, dass Massen- und Jakobimatrix reguldr sind, wird der geforderte Rang nach
Satz 1 erreicht, genau dann wenn die zu beobachtenden Gréfen @, xp von Null verschieden

sind.

Das angesetzte Kriterium ist jedoch hinreichend und keine notwendige Voraussetzung fiir
Beobachtbarkeit. Die Beobachtbarkeit eines Systems basiert auf der Rekonstruktion der Zu-
stdnde anhand der Ausgangsgréfen und deren Ableitungen. Die Priifung der Invertierbarkeit
der Beobachtbarkeitsabbildung gibt daher ndheren Aufschluss iiber das System. Unter den
obigen Voraussetzungen vereinfachen sich die Ableitungen, so dass die Inversion der Ab-
bildung moglich ist. Die Interpretation der Lie-Ableitung als Zeitableitungen ist nur fiir
ungesteuerte Systeme richtig. Die folgenden Rechnungen beziehen sich daher auf das System

ohne Eingang

hw,A A

h:c,B TB

q= = .
Ly, ha B M1 T, (xc + diag (xp) “Jqxp)

Liw he s M1 °J] diag (zp) “Jq fa
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Die Inversion der ersten beiden vektoriellen Komponenten der Abbildung ist trivial. Fiir die

iibrigen gilt

gp = Mq’1 "JqT diag (xp) °J4qc < "JququD = diag (°J4qc) zp
= xp = (diag (° qu))_l UquTMqQD
zo =y Mygo — diag ((diag ("Jeqc)) " “Jq Mygp) “Jex s,
Die Umkehrung der lautet daher
Tpa=(qa Tc= UJquMqQC — diag ((diag (UJqu)r1 GquTMqQD) °Jqqs
xp=qp xp = (diag (UJqQC))_l UquTMqQD-

Die Invertierung der Abbildung in den obigen Gleichungen erfordert die Invertierbarkeit der
Diagonalmatrix diag (°J4qc). Dies bedeutet, dass die mit der Jakobimatrix transformierten
Komponenten der Abbildung von Null verschieden sind. Unter den gegebenen Voraussetzun-
gen entsprechen diese den Beschleunigungen in den passiven Gelenken. Diese Voraussetzung
ist intuitiv erfassbar: Bei konstanter Geschwindigkeit lassen sich Coulombsche und geschwin-

digkeitsproportionale Reibung nicht unterscheiden.

Bei gesteuerten Systemen ist die Zeitableitung iiber die Kettenregel unter Einbeziehung
der Eingangsgrofen definiert, siehe [13]. Im Gegensatz zu den Zusténden sind die zeitlichen

Ableitungen der Eingangsgroéften nicht substituierbar und werden in die Definition aufge-

nommen
dk (z,u,w,..., %) _ ok (xz,u,u,..., (g;g);j: N i ok (w’u’@"'T" du) d(z’+'1)u.
dt T o a(d’"> 4G+
- at

Der zugehorige Differentialoperator ist analog zur Lie-Ableitung definiert. Bei der Anwen-
dung auf die Ausgangsabbildung eines Systems liegt der maximale Grad der Ableitung des

Eingangsvektors fest, so dass diese Information im Operator fixiert ist

ONG, ha) R ON had

OxT ~ [z +; a(diu>T d 4G+

dt

N$ he =h, N} hg =

(4.24)

Die Invertierbarkeit der mit Riicksicht auf die Eingangsgrofen definierten Beobachtbarkeits-

abbildung &ndert sich in den Komponenten q¢, qp

qc =Ny, hop = M °J] (xc+ diag (zp) Jgzs) + M, 14

ap = N} hgp = M ' °J] diag (xp) "Jq (fo + M '74) + M, '74.
—4qc —
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Die Beriicksichtigung der Eingangsgréfe dndert die Bedingungen zur Invertierung nicht,
die Komponente g¢ enthélt zusétzlich die Eingangsgrofe des Systems. Zusétzlich enthalten
die Gleichungen die Ableitung der Eingangsgriéfe, so dass die Forderung nach hinreichend

glatten Trajektorien hinzukommt.

Beispiel 1 Gegeben ist das durch die folgende Differentialgleichung beschriebene System

Jo=u—bf. — bfbo.

Beim Ubertrag in den Zustandsraum mit den Zustidnden z1,...,z, und dem Bilden der

notwendigen Lie-Ableitungen folgt

T

T ) T
Ty Ty T3 i4] = [5102 __bszrfnmm 0 0] = f(z), y:[ﬂh 202}

by + b2
Lyz)=[0 1 0 0] fla) = - 222020

2 b2z bxs b2zo b3 b 2
Li(ws) = |0 —Bz 2 _Bn) f(@) = — (ny0, + bryal)

m m m

m?2 m?2

2

8Lf(x2) — o b2z, b b2z, aLf(l'Q) =0 b“a[:?l by bza+2bizoxy
oxT m m m oxT m2 ’

Dies entspricht der vereinfachten Betrachtung. Der volle Rang wird nur erreicht, wenn zu-

satzlich zur Geschwindigkeit einer der Zusténde x3, x4 von Null verschieden ist. Es zeigt sich

in diesem Beispiel aber auch, dass die Rangbedingung nur eine hinreichende Forderung ist,

da die Invertierung der Beobachtbarkeitsabbildung des Systems gelingt

q= [yl Y2 Lys(ye) L;(ZJQ) Ty =41, T2 =2

brs + b?xox4 _ Mgy
@B3=——"— B2 Ta =71
m o = (gt & a3
b2 [ bxs + b*zoxs Q=T8T mqz  braqs”
Gu=—|—"/]x T3 =———+
m m b bgs

Die Zustandsgrofsen lassen sich also auch fiir Werte von Null bestimmen. Ablesen lisst sich
weiterhin, dass gelten muss g3 # 0. Das heifst fiir konstante Geschwindigkeiten funktioniert
die Invertierung nicht. Anschaulich lassen sich dann die geschwindigkeitsproportionale und

die Coulombsche Reibung nicht mehr trennen. O

4.2.2 Beobachtbarkeit des vollstandigen Systems

Eine Aussage iiber die Beobachtbarkeit des vollstdndigen Systems, ohne Einschrinkungen an

Massen-, Jakobi- und Coriolismatrix erfolgt an Hand der Beobachtbarkeitsabbildung Satz 1.
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Der Ansatz im Fall konstanter Matrizen ldsst sich transferieren. Die Analyse der zweifachen
Lie-Ableitung Gleichung (4.21) zeigt, dass auch in diesem Fall der entsprechende Parameter
xp linear auftritt. Die Bestimmung der Beobachtbarkeitsabbildung erfolgt mit dem Operator
nach Gleichung (4.24) anstelle der Lie-Ableitung. Die sich ergebenden Anderungen sind auf

Grund der Struktur des Systems jedoch minimal
_ oMt 1
Nf, he =Lg, he + M 74, N7 hy=L3 hy+ Tt (g ® Ta) + M 7.

Nach Umstellen der ersten Lie-Ableitung zur Substitution der Gréfe ¢ und deren Einsetzen
ergibt sich
0°d.

M '] diag (xp) = (Lng,, ® T) Tp + ...
ox

M_'°J ] diag (xp) “Jeqc = v(q, Ta, Ta), (4.25)
wobei in v(q) die von Zustand xp unabhéingigen Terme zusammengefasst sind.

Da die Systemmatrizen nur von den Zustédnden x4, xp abhingig und diese identisch mit
den Teilen g4, gg der Beobachtbarkeitsabbildung sind, lassen sich sdmtliche Zustinde aus

der Gleichung eliminieren. Damit lassen sich die Zusténde xp wie folgt ersetzen

o,
o’y

(o . . -
<~ dlag (g{? (Indor’ (%9 CBB) rp+ JqQC> rp — Jq TMq'U(qa Td, Td).
A
t

Die eindeutige Losung des Gleichungssystems gelingt genau dann wenn die Matrix diag(t)

diag (xp) (I, ® xp) xp + diag (xp) “Jqqc = "Jq*TMq'v(q, Td, Td)

nicht singulér ist, d.h. alle Komponenten des Vektors ¢ von Null verschieden sind. Dieser
entspricht den Beschleunigungen des Systems in den betrachteten Gelenken. Die Transfor-

mation der Beschleunigung ergibt sich aus der Beziehung
o =Jq = 6 =Tyq+ Ty

Da qc die Zeitableitung der Geschwindigkeit in den generalisierten Koordinaten xpg ist, ent-
spricht der oben definierte Vektor ¢ den Beschleunigungen in den reibbehafteten Koordinaten.
Die Invertierung des Gleichungssystems und damit der Beobachtbarkeitsabbildung erfordert
daher, dass keine der transformierten Beschleunigungen Null ist. In diesem Fall lassen sich
die beiden Reibarten nicht unterschieden. Damit ergibt sich keine weitere Einschrankung
zum vereinfachten Fall, die Beobachtbarkeit des Systems ist daher in allen anderen Fillen

sichergestellt. Ausgenommen sind die Bereiche von M, die eine der folgenden Bedingungen
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erfiillen:

1. Die Jakobimatrix °J ist singuldr. Dies korrespondiert mit singuléren Posen bzgl. der
Koordinaten der reibbehafteten Gelenke. Im reguldren Betrieb kommen diese nicht

bzw. nur in speziellen Situationen vor.

2. Eine der transformierten Geschwindigkeiten “J,xp ist Null. In diesem Fall ist die Reib-
kraft in der entsprechenden Komponente nach Gleichung (3.11) ohnehin nicht eindeutig
definiert. Die Systemordnung reduziert sich dann entsprechend, die anderen Kompo-

nenten sind nicht betroffen.

3. Konstante Geschwindigkeiten in den reibbehafteten Gelenken. Dies stellt vermutlich
die grofte Einschrénkung dar. Dann ist zwar die Schitzung der momentanen Reib-
kraft im betreffenden Gelenk mdoglich, nicht aber die Aufteilung in Coulombsche und
geschwindigkeitsproportionale Reibung. Da sich der Roboter aber nicht mit konstan-
ter Geschwindigkeit im reguldren Betrieb bewegt, sind dies nur vereinzelte Bereiche in

denen die Unterscheidung nicht gelingt.

Es ist zu beachten, dass die letzte der oben aufgefiihrten Einschrinkungen aus der Forderung
der Beobachtung beider Reibparameter folgt. Kann eine der beiden Formen vernachlissigt

werden, erweitert sich der beobachtbare Bereich entsprechend.

4.2.3 Beobachtbarkeit im Falle mehrerer Gelenkfreiheitsgrade

Die bisherigen Betrachtungen behandeln die Fille, bei denen eine Inversion der Jakobimatrix
ohne Informationsverlust moglich ist. Damit ist die Anzahl der moglichen zu beobachten-
den Gelenke auf die Anzahl der Roboterfreiheitsgrade ngor beschrinkt. Steigt die Anzahl
der zu beobachtenden Gelenke an, so sind mehr Ableitungen notwendig um die Beobacht-
barkeitsabbildung aufzustellen bzw. die Rangbedingung zu iiberpriifen. Um die Symmetrie
des Systems aufrecht zu erhalten, erfolgt die Zusammenfassung der aus den Reibmomenten

folgenden Zustandsgrofen in Vektoren der Dimension ngor

G=M, (— (Cag+9gq) + Y 7y 0'Z~> = M, (—g DA al-> .
i=1 i=1
In der obigen Gleichung sind zunéchst nur die Coulombschen Kréfte beriicksichtigt. Grund-
bedingung zur Detektion der einzelnen Komponenten ist die lineare Unabhéngigkeit aller
Zeilenvektoren der Jakobimatrizen ‘”JqT . Ist dies nicht der Fall, so sind die Reibmomente

nicht mehr eindeutig zuordnenbar. Die Beobachtbarkeitsabbildung lautet dann in diesem
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Fall

T

T A L (L’f”whw)T] . (4.26)

Um die Beobachtbarkeitsabbildung geschlossen formulieren zu kénnen, werden die Lie-Ab-
leitungen im folgenden als totales Differential nach der Zeit interpretiert. Damit lauten die

Komponenten der Vorschrift

a1 hw,A LA
q: hw,B B
- | @ | = | Lhes| = MY (""J;fm-) + M '¢ . (4.27)
. m. m dm—J M &7 a-"'JT dam p-1
_qm+2_ | ddtﬁw i _Zj:l ((]) dtm— Jq Zz 1 ( dti Uz)) + dim E-

Das System ist dann beobachtbar, wenn die Abbildung nach Gleichung (4.27) eine eindeu-
tige Umkehrung besitzt. Auf Grund der hohen Zeitableitungen in Gleichung (4.27) ergibt
sich zuséatzlich die Forderung nach hinreichend oft differenzierbaren Trajektorien. Da die Zu-
standsgrofen x4, &g ebenfalls direkt auf q, go abgebildet werden, ist die Umkehrung trivial.
Insbesondere erlaubt dies auch die Systemmatrizen in Abhéngigkeit der Ausgangsabbildung
zu bestimmen. Die Auflosung nach den durch das Reibmodell eingebrachten Grofen erfolgt
durch schrittweises isolieren und eliminieren der Parameter. Der Subvektor an der Position
i + 2 dient zur Bestimmung des Zustandsvektors o;. Bei der Auflosung der Gleichungen

erweist sich die folgende rekursiv definierte Abbildung als hilfreich

= (]_,Tl) — Tl
(. T,n) = Lo (S B R TOE K T,))  (428)

(]N ]Rndoandof) —  [R"dofXNdof
Y

ne{l,...,m} T, e {J,,....™J, }.

Die Umkehrung der Beobachtbarkeitsabbildung nach Gleichung (4.27) ist genau dann mog-
lich, wenn alle Matrizen der Menge {E’(l, aquT), o= (m, "quT)} existieren und nicht sin-
gulér sind. Sdmtliche Rechnungen sind hier unter Einbeziehung der zeitlichen Ableitung der
Matrizen erfolgt. Diese sind im Allgemeinen jedoch meist in Abhéngigkeit der Systemgrofsen
gegeben, um eine zustandsabhingige Darstellung zu erhalten. Die Ableitung nach der Zeit
muss dann mittels partieller Ableitungen iiber die Kettenregel bestimmt werden, also als Lie-

Ableitung. Diese Verkettung erzeugt Polynome hoherer Ordnung in den Zustandsgrofen, die
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eine globale Invertierbarkeit der Abbildung verhindern wiirden

d2 Mq m o —
dt2 (Zz 1 JT ) -
(225 (w0 T,y ) (@5 T, + 22 (£, 9 1,,0)) 0 T

Die Ableitungsreihenfolge kann jedoch mit Hinblick auf die angestrebte Invertierung auch
in Abhéngigkeit voriger Subvektoren der Beobachtbarkeitsabbildung beschrieben werden, so

dass die zu eliminierenden Parameter nur linear auftauchen

g = B Q3:M(;12(UZJ;1TUZ)+M(;1€
i=1 (4.29)
9q; 9q;
qiv1 =Ly, q = 02T 72+ o TQ3

Die Parameter go, g3 in Gleichung (4.29) brauchen fiir die Umkehrabbildung nicht aufgelost
werden, so dass im Falle linearer Parameter o; im Subvektor g; diese Linearitdt auch im
Subvektor g;,1 erhalten bleibt. Die rekursive Formulierung zeigt, das die Systemgrofen,

zusammengefasst im Vektor &, die Invertierbarkeit nicht gefdhrden.

Durch Hinzunahme der geschwindigkeitsproportionalen Reibung steigen die bend&tigten
Zeitableitungen zur Aufstellung der Beobachtbarkeitsabbildung weiter an. Das komplette

System inklusive Eingangsgrofe lautet dann

de

=M IZ ”’Jleag (00:)° Jq) TR+
i=1
M (] o) + M rg— M6 (4.30)
i=1

Die wiederholte Ableitung des Systems, die die Komponenten zur Beobachtbarkeitsabbildung
liefern, kann wie in Gleichung (4.29) rekursiv definiert werden, so dass sich auch hier ein
lineares Gleichungssystem in den unbekannten o.;, o, ; ergibt. Der Eingangsgrofe kommt
eine Sonderrolle zu, da ihre Zeitableitung naturgeméif nicht {iber die Zustinde beschrieben

werden kann. Die Startwerte fiir die Rekursion g9, g3 sind definiert wie in Gleichung (4.29)

dCBB
_ - 4.31
g> = Tp 4= (4.31)
0gq; 8qz — aqz (J+1> m d"Ty
G =Lna=gret T +Z mit 7= ——°. (4.32)

j= Oard

womit die Linearitét beziiglich der Zusténde o ;, 0,; gewahrt wird. Die Forderungen an die
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Abbildung 4.2: Manipulator mit einem Freiheitsgrad

Invertierbarkeit der Matrizen ist dann entsprechend umfangreicher.

Beispiel 2 Gegeben ist eine parallele Mechanik nach Abbildung 4.2. In der dargestellten

Konfiguration § < x < 7 lassen sich die Groken z; beschreiben iiber die impliziten Funk-

tionen

fs =l sin(zy) — lasin(xz) =0 xg = arcsin (h(z1))
fo=m—21 —290—23=0 e = m — x1 — arcsin (h(zy))
fa=x4 —licos(x1) —lacos(z3) =0 x4 =1 cos(xq) + lo/1 — h%(xq)

h(zy) = l1l2_1 sin (x1) ,

und den entsprechenden Jakobimatrizen, die in diesem Fall die Dimension 1 besitzen

o _l1 cos (z1) + lan/1 — h2(x1) . licos(z1)
I lg\/l —hQ(l'l) I3 l2\/1—h2($1>
, sin (z1) \/1 — h%(z1) + cos (x1) h(x1)

Ja=— .

1— hQ(xl)

In Verbindung mit den in den Gelenken induzierten Reibkréiften und -momenten folgt die

Darstellung im Zustandsraum.

3 3
. . -1 . . . . .
2 = 29, 2 =0 (E JiZiy2 + E Ji%Zi+51i%2 —2’2+U> , z3=0, ..., 2%3=0
=1 =1

Die Hinzunahme des ersten Gelenks erzeugt dabei ein linear abhéngiges System von Jako-
bimatrizen: I + j3 = jo. Dieser Zusammenhang ist auch an Hand der Funktion f, ablesbar.
Bei Betrachtung des reduzierten Systems, ohne die geschwindigkeitsproportionalen Reib-

anteile zg, ..., 23, ergeben sich die Komponenten der Beobachtbarkeitsabbildung zu

q1 =z g2 = 22

g3 = 07" (X0 Jizise — 22 +u) qu=07" <Z?:1 o Q2Zz‘+2> — 07 gz + 071

1

_ 2;; _ i _ 1.
g = 07" <Z?:1 <gz—f%CJQCI2Zi+2>> +0; (2?21 (8—2613%2%2)) — 0y 'qu + 07 Vi
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Abbildung 4.3: Nennerterme bei Inversion der Beobachtbarkeitsabbildung. Die gewéhlten
geometrischen Abmessungen betragen [y = 2m, [y, = 1m, so dass die Singu-
laritidt z3 = w/2 an der Arbeitsraumgrenze x; = +m/3 liegt.

Die Gleichungen bilden ein lineares Gleichungssystem in z. Dessen Losung erfolgt durch

schrittweises eliminieren der Variablen

23 =1 (0143 + @2 — Joza — J325 — 1)
24 = (jéCIQ - jiCIijle)il (916]4 + (1 - in2j;191) qs — in2j;1QQ+
(J1g201 "3 — 4502) 25 + U+ J1q2d7 'u)
25 =ky' (015 + kiqu + kogo + ksgs + kaqa+ keu+ ket + ki),
mit ks = (j5q2q0 + J50302 — J1 420241 G2 — J1asq2d1 "G2) (Jhae — j1€12j1_1]‘2)71 :
(71921 s — Jsaz) + (J50qe + jiasae — jiaeqedy s — J14sq2it ' Js)

Die Bedingung zur Losbarkeit des Gleichungssystems bezieht bei der dritten Zeitableitung
der Ausgangsgrofe die vorigen Ableitungen mit ein. Gilt ¢o = 0 so ist k5 = 0 und die
Beobachtbarkeitsabbildung nicht invertierbar. Die Invertierbarkeit des Beispielsystems ist
abseits der singuldren Stellungen gegeben. Dabei sind Singularititen des direkten und in-
versen kinematischen Problems relevant. In Abbildung 4.3 ist der Wert der Nennerterme
fiir die angegebenen Lingenkonstellationen dargestellt. Weiterhin ist anzumerken, dass sich
Vereinfachungen daraus ergeben, dass das hier dargestellte Beispiel ein skalarer Fall ist. Die
Multiplikation ist in diesem Fall kommutativ. Die sich daraus ergebenden Vereinfachungen
sind jedoch nicht auf den vektoriellen Fall {ibertragbar, daher sind diese in den Gleichungen

nicht ausgefiihrt. O

Generell ist die Beobachtbarkeit in mehr Gelenken als Freiheitsgraden moglich. Die In-
vertierung der Abbildung unterliegt jedoch einer wachsenden Anzahl von Bedingungen, die
erfiillt sein miissen. Die beobachtbare Untermenge der Systemmannigfaltigkeit M schrumpft

nach Satz 2 zusammen. Wesentlich ist auch, das zunehmend Ableitungen der Eingangsgrofse
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auftauchen und damit ein steigender Anspruch an die Glattheit der Trajektorien gestellt
wird. An den Schaltstellen ruckbegrenzter zeitoptimaler Trajektorien ist beispielsweise die
Ableitung der Eingangsgrofe nicht mehr definiert. Die Beobachtbarkeit ist nicht mehr allein

durch das System beschrénkt, sondern auch durch die Anregung.

4.3 Beobachter mit hohen Verstirkungen

Die Ausfithrungen in Abschnitt 4.2 zeigen, dass das in Gleichung (4.7) beschriebene System
prinzipiell beobachtbar ist. Je nach Anzahl der zu beobachtenden Reibmomente ist der beob-
achtbare Teilraum mehr oder weniger eingeschrinkt. Da zum Nachweis der Beobachtbarkeit
bereits die Lie-Ableitungen bzw. fiir gesteuerte Systeme die entsprechende Erweiterung nach
Gleichung (4.24) vorliegen, liegt der Entwurf eines Beobachters basierend auf hohen Verstér-
kungen, siehe z. B. [13|, nahe. Der Entwurf basiert dabei auf der Transformation des Systems

in die Beobachtbarkeitsnormalform. Diese ist charakterisiert durch die folgende Struktur.

Definition 4 (Nichtlineare Beobachtbarkeitsnormalform (NBKNF), [13]) Die all-
gemeine Beobachtbarkeitsnormalform fiir Systeme mit einer Ausgangsgrofe besteht aus einer
Serienschaltung von Integratoren mit nichtlinearer Riickfiihrung. Die Eingangsgréfsen haben

eine Dreiecksstruktur [44]

Z 22 91T(Zl)
z : Tz, 2
B T T L PR TR
: 2 :
Zn a(z) gX (21, 2n)

Die Erweiterung der Normalform auf Systeme mit vektorwertiger Ausgangsabbildung erfolgt
iiber die Definition von Untersystemen, die die obige Struktur aufweisen. Ausgangsgréfsen
sind die entsprechenden Elemente der Teilsysteme. Die Teilsysteme miissen nicht notwendiger
Weise gleiche Ordnung besitzen. Die Bedingung fiir die Form der Ausgangsgrofen ist aufge-
weicht, die Dreiecksstruktur der Zustande in der Ausgangsmatrix ist im Falle vektorwertiger

Ausginge nicht mehr zwingend. =

Die Transformation von eingangslinearen Systemen auf die in Definition 4 beschriebene

Form ist in der Literatur angegeben, siehe [44],
B L ¥ T T o ! (4.33)

Unter Ausnutzung der Symmetrie der vorliegenden Systemklasse, sind die einzelnen Ord-

nungen der Ableitungen gleich m; = my = --- = m,,. Daher kann das Bilden der Transfor-
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mationsvorschrift vektoriell erfolgen, lediglich die Sortierung der Zustandsgrofen ist dann
verschieden. Die beschreibende Differentialgleichung lautet dann
ok B krdx Oz

5 et dr  gar JetCew)| | —ATere(Mew). (430

Die in Gleichung (4.33) angegebene Transformation ist auch bei nicht beobachtbaren Syste-
men moglich. Der Wechsel der beschreibenden Koordinaten ist nur sinnvoll, wenn er ohne
Informationsverlust moglich ist, also umkehrbar ist. Dass die gewiinschten Integratorketten

dadurch erreicht werden, ldsst sich aus Gleichung (4.34) ablesen

bk
0™ Tit1
oxT

bk
0™ Tit1

bk bk
07wy o 0 sz‘+1f i
¥ ox"

o 0xT
[T

Gau =Ly, ("zi1) +
e —

Gu. (4.35)

Die Lie-Ableitung entspricht dem nachfolgenden Zustand. Die zum Aufstellen der Abbildung
Pkaw,.q notwendigen Ableitungen liegen durch die Untersuchung der Beobachtbarkeit vor, so

dass nun der Beobachter in den neuen Koordinaten angegeben werden kann

o &
ot

=A%+ ("2,u)+ K (y—h("2)). (4.36)

Die Elemente der Matrix K sind dabei derart gewdhlt, dass alle Eigenwerte der Matrix
A — K einen negativen Realteil besitzen, siehe [45]. Die Fehlerdynamik ist genau dann
linear, wenn die nichtlineare Funktion ¢ genau kompensiert wird. Da dies nicht der Fall ist,
werden die Elemente der Matrix K derart verzerrt, dass die Stabilitdt durch die Funktion
¢ nicht gefahrdet ist. Daher muss diese Funktion iiber M bzw. dem beobachtbaren Bereich

beschrinkt sein. Beim vorliegenden System ergibt sich die Vorschrift in der Art, dass

kl 0 o Si,m—1
K=|o " o|, k=| i |, (4.37)
oo k, €

wobei der Realteil der Nullstellen des Polynoms p;(z) = Z;”:_Ol s; ;o7 negativ und e hin-
reichend klein zu wihlen ist, um die Stabilitdt in Gegenwart der nichtlinearen Funktion ¢
zu garantieren. Bei der vorliegenden Systemklasse besitzen die Teilsysteme konstante Ord-
nung, der Teilgrad der Systeme ist m = 4. Die Existenz des Beobachters ist nicht an die
Messbarkeit der Geschwindigkeitssignale gekoppelt. Liegen diese vor, so kénnen die Positi-

onsdaten abgespalten werden und die Ordnung der verbliebenen Teilsysteme reduziert sich
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auf m = 3. Der Vorteil dieses Beobachters ist, dass er kaum Einschréinkungen fiir den Ent-
wurf unterliegt. Fiir die beobachtbare Untermannigfaltigkeit folgt der Diffeomorphismus aus
der Untersuchung der Beobachtbarkeit. Lediglich der Einfluss der isolierten Nichtlinearitit

muss abgeschétzt werden, um Stabilitdt im Rahmen der Stérungstheorie zu garantieren.

4.4 Normalformbeobachter

Der in Abschnitt 4.3 vorgestellte Ansatz zur Detektion der Reibmomente weist den Nachteil
auf, dass er das Modell des Systems nur unzureichend beriicksichtigt. Die Stabilitit ist im
entscheidenden Mafse von der Kompensation der unberiicksichtigten Nichtlinearitit durch
die hohen Verstirkungen abhingig. Durch die Potenzierung erreichen die einzusetzenden
Verstiarkungen schnell grofse Werte, so dass verrauschte Signale problematisch sein kénnen.
Dennoch weisen Beobachter mit hohen Verstirkungen dann eine Fehlerdynamik auf, die zu-
mindest den festgelegten Parametern in den Polynomen entspricht. Das Konvergenzverhalten
beruht auf linearen Systemen und ist daher exponentiell.

Eine weiteres Verfahren zum Entwurf nichtlinearer Beobachter mit exponentieller Feh-
lerdynamik basiert ebenfalls auf der Transformation des Systems. Ziel ist es das System
so abzubilden, dass die nichtlinearen Funktionen ausschliefslich von den messbaren Grofen
abhéngen. Dann ist die Kompensation dieser Funktion moglich und es kann ein lineares
Fehlermodell angesetzt werden. Da der Entwurf an die Existenz einer Normalform gebunden
ist, wird im Folgenden als Normalformbeobachter darauf referenziert. Zwar liegt auch der
Ansatz aus Abschnitt 4.3 die Transformation des Systems auf eine Normalform zu Grunde,

dennoch ist die Bezeichnung hier, analog zu [13] gewéhlt.

Definition 5 (Nichtlineare Beobachternormalform (NBNF), [44]) Die nichtlineare Be-
obachternormalform fiir Systeme mit einem Ausgang besteht aus einem linearen Anteil und
einer additiven nichtlinearen Funktion, der jedoch ausschlieflich von den Ausgangsgrofen

des Systems abhéngt.

21 21 ©1(2n) g1 (2n)
. of 0] |. . .
+ + : u, y=~h(z)=z,
. IT,,1 o T
Zn —FE,— |%n ‘Pn(zn) g, (Zn)
Die Erweiterung auf Systeme mit vektorwertigem Ausgang erfolgt iiber die Stapelung obiger
Systeme, wobei die Nichtlinearitit und die Eingangsmatrix jeweils alle Systemausgéinge in

jedem Element enthalten diirfen. o

Liegt ein nichtlineares System in der in Definition 5 angegebenen Form vor, so ist der

Entwurf des zugehorigen Zustandsbeobachters leicht durchfiihrbar. Die Beobachtergleichung
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lautet dann in vektorieller Form
2=E, 2+¢y)+G utk-(y—2), (4.38)

mit entsprechend gewéhltem Vektor k. Der Entwurf ist damit sehr dhnlich zu der in Ab-
schnitt 4.3 vorgestellten Variante. Der wesentliche Unterschied besteht darin, dass die Nicht-
linearitdt nur vom Systemausgang und nicht von den inneren Zustinden abhéngt. Daher
ist die Unsicherheit, die bei der Auslegung iiber die Beobachtbarkeitsnormalform die ho-
hen Verstiarkungen erforderte, nicht mehr vorhanden. Die geschétzten Zustinde tauchen im
nichtlinearen Systemteil nicht mehr auf, die Fehlerdynamik e = z — 2 ist linear.

Die Existenz der in Definition 5 angegebenen Form des Systems unterliegt jedoch weitaus
strengeren Voraussetzungen als die zum Entwurf der Beobachter mit hohen Verstirkungen.
Ist die Existenz der Form nachgewiesen, so ist die Bestimmung des Diffeomorphismus, der die
Transformation gewéhrleistet, nicht sichergestellt. Eine einfache Vorschrift zur Konstruktion
existiert nicht, das Finden der Abbildung erfordert das Losen partieller Differentialgleichun-
gen.

Zur Uberpriifung der Existenz der Transformation bestehen zwei Ansitze. Da die Trans-
formation das Losen einer partiellen Differentialgleichung erfordert, muss die Existenz und
Eindeutigkeit der Losung nachgewiesen werden. Dies kann mit Hilfe der Methoden der Diffe-
rentialgeometrie erfolgen oder unter Analyse des Systems der partiellen Gleichungen selbst.
Da auf Grund der Analysen in Abschnitt 4.2 bereits die Transformation auf die Beobachtbar-
keitsnormalform vorliegt, erfolgt die Analyse an Hand der Differentialgleichungen. Dabei wird
die Vorgehensweise aus [44] verwendet, die das Finden der Transformationsvorschrift verein-
facht, indem zunéchst die Beobachtbarkeitsnormalform gebildet wird. Dieser Zwischenschritt
ist, wie in [44| gezeigt, ohne Einschrankungen. In diesem Fall, bei eingangsaffinen Systemen,
ergibt sich die Existenz der Normalform unmittelbar aus dem Nachweis der Beobachtbarkeit.

Der Diffeomorphismus auf die Beobachternormalform wird durch die Invertierung der
Transformation von der Beobachter- zur Beobachtbarkeitsnormalform gewonnen. Die Kon-
struktion dieses Diffeomorphismus erfolgt wie in Gleichung (4.35). Da die Beobachternormal-
form noch unbekannt ist, sind nur die allgemeinen Strukturmerkmale dieser Form bekannt.
Daraus ergibt sich ein System partieller Differentialgleichungen, dessen Losung, sofern vor-
handen, der gesuchte Diffeomorphismus ist

bk 0 bnf m1 bnf
Wpnr = [Lbnffw hw,l s Lbnff hw,l

T
0 bnf m bnf
L hep ... LM hm,p]

bnffm bnfj.-m ) (439)

wobei die Lie-Ableitungen in den Koordinaten der NBNF angegeben sind. Fiir das Gelingen
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der Transformation nach [44] ist notwendig, dass die Eingangsmatrix des auf NBKNF trans-
formierten Systems Diagonalstruktur bzgl. der Zustinde aufweist. Diese Forderung konnte
fiir den Entwurf in Abschnitt 4.2 fallen gelassen werden, hier ist sie jedoch fiir die Existenz
der Losung notwendig. Die Bestimmung der Losung erfolgt erneut einzeln fiir die Teilsys-
teme. Die Komponenten ¢;, h der Reprisentation in NBNF bestimmen sich dann aus der

partiellen Differentialgleichung

m—1
0= Z}{fz c+ Z (L’,',kfw cpj+1> ,  mit c¢:= bnfh;}(y, u) = P, (4.40)
=0

Die skizzierte Transformation iiber den Zwischenschritt der NBKNF ist nicht die einzige
Moglichkeit eine Systemtransformation zu finden. Bei der vorliegenden Systemstruktur ist
das Verfahren jedoch am iibersichtlichsten durchfiihrbar und ist daher der direkten Transfor-
mation vorzuziehen. Da der Zwischenschritt keine Einschrédnkung darstellt, sondern immer
moglich ist, wenn die Transformation exisitiert, konnen auch keine Losungen unterschlagen

werden.

4.4.1 Anwendung des Normalformbeobachters zur

Reibungsdetektion

Zur Anwendung des Normalformbeobachters auf das vorliegende System miissen zunéchst die
erwarteten Rahmendaten eingegrenzt werden. Die Anzahl der zu schitzenden Reibmomente
wird erneut mit der Anzahl der Freiheitsgrade gleichgesetzt. Da die Beobachtbarkeitsnormal-
form als Zwischenschritt benotigt wird, und sich an dieser bereits eine notwendige Bedingung,

die Diagonalstruktur, iiberpriifen lasst, wird diese als erste fiir das System bestimmt

zrd:Bl zrde
i zrda.:2 _ M;l (Td . E + O'JL’]T zrda.:3 + O'J'qf diag(zrdm4) O'Jq zrdm2) (4 41)
dt zrda.:3 o ’
zrdw4 o
P = P, (", ) - (4.42)

Die Bestimmung der Differentialgleichung in NBKNF erfolgt nicht vollstdndig, es wird nur
die Existenz der Diagonalform gepriift. Da in der letzten Zeile alle Zustédnde zuléssig sind, vgl.

Definition 4, wird die Differentialgleichung nur bis zur dritten (vektoriellen) Zeile untersucht.
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Dazu wird zunéchst die invertierte Ausgangsabbildung herangezogen

Zrdw1 — bk:Bl Zrd‘,B2 — bsz

bkw?’ — Mq—l (_€ + UJ;IT zrdm3 + UJ;IT diag(zrdm4) UJq zrda.:Q)

bky M oY 7rdg, n oMy ' OJT diag("dxs) g 7wy oM e bk,
4= azrdw}‘ azrdm'll‘ azrdw}f‘ 2

azrdwg azfdeT

oM OJT zrdy, _ . oM !
+ ( q q + Mq 1 O'J:]F dlag(zrdw4) an o q € bkw3
:>zrdw4 — v (bka31 bsz bkw3 bkw4)
- ) Y ) *

Diese Werte in Gleichung (4.34) eingesetzt ergibt

bkwl bsz
d bsz bkiBg + Mq—l (bkwl) Ty
a7 = | bk oM, '€ 1o 7T q; d, \o —1 (bk
dt bkmg Ty + (—WTqu + Mq Jq dlag(zr 334) Jq Mq ( 331)
bk 2 Ly~
Ly *

Damit liegt die geforderte Struktur der Eingangsmatrix nicht vor, da der Vektor v von al-
len Zustanden abhéngt. Die Transformation in NBNF wird daher nach [44] nicht gelingen.
Wenn auf die geschwindigkeitsproportionale Reibung verzichtet wird, verkleinert sich der
Zustandsraum entsprechend. Die geforderte Struktur bzgl. der Eingangsmatrix liegt in die-
sem Fall vor, so dass die notwendige Strukturbedingung erfiillt ist. Daher wird im folgenden
ausschlieflich die Coulombsche Reibung betrachtet.

Die zur Bestimmung des Diffeomorphismus notwendige Losung der nichtlinearen charak-
teristischen Gleichung (4.40) kann nun konkretisiert werden. Im vorliegenden Fall ist diese

Gleichung dritter Ordnung und hier vektoriell formuliert
o=L3, . Prlh . + L3 5, 3t Li. 5 P2t L (4.43)

Wie aus Gleichung (4.43) ersichtlich erfordert das Aufstellen der Gleichung die mehrfache
Lie-Ableitung der noch unbekannten Ausgangsabbildung b“fh% und der nichtlinearen addi-
tiven Terme ¢;. Die Ableitung erfolgt entlang des Driftfeldes der NBKNF. Die Verwendung
der Lie-Ableitung anstelle des verallgemeinerten Differentialoperators ist hier zulédssig, da
die Gleichung zeitinvariant und das System eingangsaffin ist. Zunéchst wird die dreifache
Lie-Ableitung der Ausgangsabbildung bestimmt. Da diese nur von den Ausgangsgrofen y
abhingt, die in der NBKNF der mit 1 indizierten Zustandsgrofen zugeordnet sind, verein-

facht sich die Differenzierung des Vektors. Da die Lie-Ableitung rekursiv definiert ist, folgt
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fiir die einzelnen Zwischenergebnisse

bk

bnf: 2 P p
f __ | aPip bk _ T bk
L bn = |9 N - =
bk
.fm,3

Die Berechnung der zweiten Lie-Ableitung erfolgt mittels Korollar 3, so dass die Teilablei-

tungen ausgewertet werden kénnen

a abnfh abnfh
2 bnfy, __ x bk bk . . x
A bky 2A bk abky
8bk$T2 = PbkyT (I3ndof ® 372) + Aabkw;

= [A* 0 0} + [0 A 0] , mit A* = £5 (I, @ "x,)

bk bk
:A* D) —+ A 3.

Die fiir die charakteristische Gleichung notwendige dritte Lie-Ableitung folgt nach erneuter

Rekursion

0 OA* Pkg 0A Pk
3 bofp « bk bk, \ bke _ 2 bk 3 bk
Lbkfw hy = bk T (A* Py + A ay) " fr = Dbk T @ T " bl T

fa

Die beiden Summanden der Gleichung werden separat ausgewertet. Der zweite Summand
der Gleichung kann analog zur zweiten Lie-Ableitung behandelt werden. Lediglich der Zu-
standsvektor ist ausgetauscht

HA* bk‘,B ODA*
ObkpT : " fo = e (I3ndof ® bsz) P fe+ A

ObkpT
8A bkiBg bk
ObkT

bk
ObkpT

fa

fa: =A" bkmB + A bkfa:,B'

Die Matrix A* ist nicht mehr nur von den Ausgangsgrofen abhingig, sondern auch von
dem mit Index 2 gekennzeichneten Zustandsvektor. Insgesamt also von den ersten 2n4.¢ Ele-
menten des Zustandsvektors in NBKNF. Zur Bestimmung wird erneut auf die Produktregel

(Korollar 3) zuriickgegriffen

ObkpT - ObkeT

3yT (Indof ® bk:m)) B
0 0A
W (@) (I3ndof ® Indof ® bka) +

0A* 0 ( 0A

0A a(Indof ® bka)
ayT abkwT

(4.44)
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Dabei gilt im folgenden die Zusammenfassung A =1, ,® I, ,® "kay = Ing L ® bkgy. Damit

lasst sich die Ableitung weiter auswerten. Zur Ableitung des Kroneckerproduktes wird auf

Definition 9 zuriickgegriffen.

9 A ) A o o
i () W © L @) = [ () 0 o] [0 4 o
o o A
o ()4 o o
0L ® "@2) [ 0(11,,0Pa2) 0(Ly P
bk T = 9Py, e Pk —

Da die Matrix A nur von der Ausgangsgrofie abhingt, ist die Ableitung in obigen Gleichun-

gen entsprechend vereinfacht worden. Fiir die zweite Komponente der Gleichung liefert die

Auswertung der Ableitung des Skalarproduktes

o

t; o0
0Ly, @ Pay) 0, ol =T, i€ {ngr+1,..., 21040}
Pk, S
o-o0 t
o : sonst
\
) 1 1=y
mit tz = |:ti,1 e tiandofi| 5 ti,j = .
0 :sonst

Der gesamte zweite Summand aus der Ableitung ergibt sich mit den obigen Rechnungen zu

0A O(I,,, ® " *xy)  0A T T
ayT Dbk T = ayT (8] (8] 1 .- Ngof O -+ O
— 9A 9A
—|:O ... O By—TTl 8y—TTndof o ... O:|
0A [ g2 bnfy, g2 bnfy, o2 bnfy, } T
ayT | oy 0y10y2 " Oyn g fOYngor
[ o2 bfp, 2 bnfy, ] 0A
o108y T OYngyOvi o Oy
— 2A _oA
_[o 0 Gy B0 0}.

Beide Summanden kénnen nun iiberlagert werden. Durch die unterschiedlichen Abhangigkei-

ten tauchen sie nicht in den gleichen Spalten und Zeilen der Zielmatrix auf. Die Berechnung
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des Teilausdrucks ist damit abgeschlossen

0A*
bk T

53 bnfhm
a(yT)?

82 bnfhm
a(yT)?

A(Indof ® bkm2)

(I

bk
ndor & m2) o

(I3nd0{ ® bka) bkfw _ [
Auf die Auflésung des Kroneckerproduktes in der obigen Gleichung zu einer Summenschreib-
weise wird verzichtet. Das auf die NBKNF transformierte System ist ebenfalls unter Verwen-
dung der Matrizendifferentialrechung hergeleitet. Durch die Symmetrie des Systems bzgl. der
einzelnen Dimensionen ist dies die {ibersichtlichste Darstellung. Insbesondere erlaubt dies die
Isolation der Zustandsvariablen in einheitlicher Form. Dies erleichtert die Losung der nicht-

linearen charakteristischen Gleichung. Die dritte Lie-Ableitung liegt nun vor

83 bn

82 bnfhm

3 bnf _
Lbkf:z: " ha: - 8(yT)2

fhm
8(yT)3 A(Indo{ ® bka32) 3

bnf
(I, ® Pkxy) aa(yg)m] : (4.45)

Diese kann nun aus sdmtlichen Teillosungen zusammengesetzt werden. Mit den Ableitun-
gen der nichtlinearen additiven Terme verhélt es sich d&hnlich. Auch diese sind in der NBNF
ausschlieflich von den Systemausgingen abhéngig, siehe Definition 5. Die zu l6sende partielle

Differentialgleichung lautet

3 bnf;
°= 86(yT’)z?’zc (Ingof ® bka) (Indof ® bkiB?) ey L (4.46)

2 bnf

+ 83(?/T;l2w (Indof ® bkiBZ) bka73

T m fa

+ a(?yf"i)i2 (Indor’ ® bkiBQ) Pk,

+ 8?5%) bk

+ e Pk,

+ P1

Fiir das System muss nun die Existenz einer Losung iiberpriift werden. Da auf die Beschrei-
bung mittels Differentialgeometrie bei diesem Ansatz verzichtet wird, ist die Losbarkeit der
Gleichungen in [44] iiber die Integratibilitit beschrieben. Dafiir wird Gleichung (4.46) nach
bk £ aufgelost. Daraus folgt die Struktur, die die dritte vektorielle Komponente des Systems

in NBKNF ausweisen muss. Anschlieffend miissen die einzelnen Gleichungen 16sbar sein

— abnfhm -1 agbnfhw azbnfhm
.f:ll_ T 3!p1+3 2'.‘p2...
o(y") o(y") Ay")
82903 Ops bk 0o bk )
+ vy + x3 + xs + . (4.47
oy awT) T am T (4.47)
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wobei in Gleichung (4.47) die Matrizen W¥; wie folgt definiert sind

¥ = <In?iof ® bka) (I"dof ® bka) bka’

Ty = (L ® "'@2) "' U = (I, @ ") ",

Die Analyse erfordert nun die Transformation des Systems in die NBKNF. Durch die Aus-
lassung der geschwindigkeitsproportionalen Reibung ist die Transformation dabei einfacher.
Mit den Ergebnissen aus Abschnitt 4.2 und der Transformationsvorschrift Gleichung (4.33)

folgt fiir die inverse Transformation

bkwl
zrd,, _ bk, .—1 (bk _ bk
= "W, ( a‘:) - L2

UJq_T (Mq P + 5)

Durch den komponentenweise durchgefiihrten Vergleich ergeben sich die partiellen Diffe-

rentialgleichungen

8Mq_1 O'JqT Zrde

o M (e (L © ) — e (5, M T )

o7rdgT q o7rdyT - gzrd T \"Tdof
— p19%e oy -T bk
- Mq azrda:'lI‘ (Indof ® Jq (Mq T3+ 5))

-M;! o (Indof ® (quls)) - Mf;lafﬂf]ng}" (Indof ® bkm3)

T
q gzrd 7

oMt . OMy — -1_d
S =M (Indof®Mq1€)_M S

_azrdm'lI‘ 7 ozrdgT q pordgT

oMy '€ pr-1_ 0%

- azrdmg‘ - q azrdwg‘ .

Damit sind die Komponenten der NBKNF bestimmt. Die Ableitungen nach “?x; sind mit
kg, zu multiplizieren, diejenigen nach #9&, mit "*x5. Die markierten Terme kompensieren
sich. Durch die Identititsabbildungen der ersten Zustandsgrofen sind die obigen Gleichun-
gen bereits vollstdndig, mit Ausnahme der Eingangsgrofse, in NBKNF formuliert. Um die
Integratibilitdt zu priifen, werden die noch offenen Ableitungen ausgefiihrt und in die selbe
Form gebracht, in der auch Gleichung (4.47) vorliegt. Dazu muss der Vektor &, der die ver-
allgemeinerten Krifte zusammenfasst, in seine Komponenten zerlegt werden. Anschliefsend
wird die Coriolismatrix geméf Gleichung (4.11) zerlegt. In der so enstandenen Gleichung

konnen die mit 79z, gekennzeichneten Zustiinde zu isoliert werden

zrd
_ M—l acq L2 rd

oC

_ _Z\[—l zrd _ n[—l q

q ozrd T T3 = q Cq L3
2

q azrd ZB;F

(I

zrd zrd
ngor & m2) L3
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Fiir den ersten Summanden gilt nach Ersetzen der Coriolismatrix

oM, 1
_ Mq—l ((zrda‘;QT X Indof) W; — 5 (Indof ® Zrda.:QT)

an 1 Orow (Mq) zrd zrd
(azrda:?_i grig] ) o @) e

an zrd
azrdwl ) L3

=—M!

q

und fiir Ableitungen im zweiten Term

oM oM,
zrd T q q
azrdwg1 ( Ly ® Indof) azrda-:l - azrdw;I1
a zrd ,,' T aM q aI'OW (M q)
grdgT (Zngor ® ") g, omdg,

Damit folgt schlieflich fiir den gesamten Ausdruck

. -1 acq Zrde zrd _ -1 zrd zrd zrd zrd
M, “omigT L3 T MKy (L, @ ™as) a4 (I, ® ") "as)
2

— _qulR(zrdwl) (Indof ® Zrdwg) zrdwz.

Die Umformungen der obigen Gleichung erfolgt mit Hilfe der Aquivalenzumformungen 3
und 4. Diese erlauben auch die Gleichung auf eine vereinheitlichte Struktur zu transformieren.
Der Anteil der konservativen Krifte in & wurde direkt vernachlissigt, da diese unabhéngig
von den Zustinden 9z, sind. Fiir die Ableitungen nach der anderen Zustandsgrofe wird
die Coriolismatrix analog aufgelost

I

Ndof

-1 23 z1rda.:2 v _M! va Zrde ard g — L va (

d zrd
= QR 332) To.
q rd 4 T q rd T 2 q rd o T

o7rdg o7rdg o7dg

Der obige Ausdruck enthilt die Zustandsgrofen #9ax, in drei Faktoren. Um sie mit der cha-
rakteristischen Gleichung zu vergleichen und die Losungen zu bestimmen, wird eine Struktur
wie in Gleichung (4.46) angestrebt und die Coriolismatrix entsprechend aufgelost
M—l 0Cy Z’dwz zrd
Vg 8zrdm"lf L2

2
= _qul% (Indof ® "z, @ Indof) (Indof ® ZrdiB?) iy
1

Lag-1 d 9*M, d d
+ §Mq (Ind0f®ZI‘ a’fg) 4 (Ind0f®ZI‘ a’fg) ar Lo

azrdmlazrdw}‘

_ -1_ 9°My zrd zrd zrd
=-M, o(al)? <In§0f® :I:z) (Lo, ® ™) ™y

_ 92 row M,
M 1 q (Iniof ® zrdw2> (Indaf ® zrdwz) zrde

1
2 q 8zrdwlazrda:'lr
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Zusammengefasst mit der Matrix K folgt dann

NS

T q azrdwrlr

oK
zrd -1 1 zrd zrd zrd
Ty = —Mq — 1T (Iniﬂ@ :132> (Indd@ :132) o

Es fehlt noch die Ableitung der durch die konservativen Krifte eingetragenen Anteile in &.
Da diese ausschlieflich von den Zustinden P z; abhingig sind, ist die erforderliche Form
direkt ablesbar

0€ Jg

—1 zrd —1 q zrd
x5, — -M b i

q d. T q daT
07rdgy O7rdg

tbk

Es existiert ein weiterer Term, der ebenfalls drei Faktoren mit x5 besitzt und auf die obige

Struktur transformiert werden kann

M—lﬂ (Indof ® a'Jqu‘S) z1rd‘,132

q 3zrdw"1f
-1 aa-J:IF oy —T zrd zrd zrd
= My s (I @ (“dq K (I, ® o) ™xy) ) ™,
- M1 80‘]:{ (I ® . —TK ) (I ® ((I ® Zrda.: )Zrda.: )) zrda3
- q aZI'dm'IT Ndof q 1 Ndof Ndof 2 2 2
-1 aa-J;;F oy —T zrd zrd zrd
= M, T (Lngor @ 7T K1) (L2 @ "y ) (I, ® "s) ™.

Weiterhin existiert noch der Term mit den Anteilen aus dem Gravitationsvektor

9%J7r %Jr

-1 q o7 —T ¢\ zrd -1 q oy —T zrd
Mq 8zrda:'1I‘ (Indof® Jq 5) L2 - Mq azrdw"lf (I"dof® J‘I ng) L.

Dieser ist linear von den im Vektor Iz, zusammengefassten Zustinden abhiingig. Im ver-

bleibenden Summanden werden nun auch die allgemeinen Kréfte ersetzt

—1 99y oy —T bk bk
Mq fzrd,T (Indof® Jq (Mq :133)) T2
 ag_q 094T oy -T bk bk
= M, it (Lng, ® °Jg~ My) (I, ® Px3) Pha,.

Die Gleichung in NBKNF steht damit fest und die nichtlineare Funktion kann zum Vergleich
herangezogen werden, um die Integratibilitit der nichtlinearen charakteristischen Gleichung
zu priifen. Mittels der Sortierung nach den Zustandsvektoren “dx,, “das ist der Vergleich
mit der partiellen Differentialgleichung maglich. Die korrenspondierenden Faktoren konnen
zugeordnet werden, um anschlieffend die Losbarkeit der entstandenen verkoppelten partiellen

Differentialgleichungen zu priifen. Die Zusammenfassung sémtlicher Summanden ergibt die
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Gleichung
bk,f:z:,?, _ Mq—l
(_ 8?){;1? (Iniof ® bka) (Indof ® bka) bka

+ % (Indof ® UJq_TKl) (In2 ®© bkm2> (Indof ® bka) bka

o 8?911:1} (Indof ® bkm?’) P,
89J v —

t g (Lo, ® Ty "M,) (Lo, ® Prapg) Pz, ... . (4.48)

- R ) (I, ® **zs) Pray
9%J, o7 —

+ azrd;’ll‘ (Indof ® Jq TQQ) bka
1o)

- 8zrng"1f bka )

Ohne spezielle Forderungen an die Jakobimatrizen ist in Gleichung (4.48) nur die inverse

Massenmatrix allen Summanden gemein. Der Vergleich mit Gleichung (4.47) liefert

M ' =

q

abnfhw -1 abnfha:
oy < oy =M,

Daraus folgt: Die Massenmatrix des Roboters muss aus einer Potentialfunktion stammen, um

die Bedingungen zu erfiillen. Da bzgl. der Definition der Ausgangsabbildung in der NBNF

zusitzlich die Forderung gilt, dass die einzelnen Komponenten nur von einer der Ausgangs-

variablen abhéngig sein diirfen, siehe Definition 5, wire die Massenmatrix zwangsweise eine

Diagonalmatrix, eine Forderung die nur in Spezialféllen erfiillt ist. Fiir die nichtlinearen

additiven Funktionen gilt
I3

ay—T =0 = 3 = konst.

Opr _ Oy
oyT oyt

994

(Indof® UquTQq) - ByT 1=

Auch hier ist die Integratibilitdt von ¢, nicht gegeben, der erste Summand verhindert die

Losung der partiellen Differentialgleichung. Der spaltenweise Vergleich der Funktionen liefert

Op2 Op2 | aa-Jq'I‘a' =T anqTa_ -T
G Ge| o [Piog Ty Plieg Tg|.

Die Priifung der Integratibilitit der fiir die ersten beiden Spalten liefert

A TS i P )
Oy Oy Oy dyy 4 7 oy T Oy T T Oy T Oy
82302 _ 82 UJ;]TUJ —Tg + aUJl;FO'J —TaUJ;]TUJ —Tg + aUJl;FO'J —T%'
Oy10ys  Oyidys 1 T Oy T oy T T 9y T oy
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Die Gleichheit der beiden Ableitungen, die die Integrierbarkeit sicherstellen wiirden, ist also
nur fiir Spezialfille gegeben. Ein Beobachter nach Definition 5 ist unter diesen Vorausset-

zungen nicht zu entwerfen.

Beobachterentwurf bei Position und Geschwindigkeit als AusgangsgroBe

Die vorigen Ausfiihrungen haben gezeigt, dass der Entwurf eines Normalformbeobachters fiir
das System, nur durch Stiitzung auf die Positionswerte, nicht moglich ist. Die Hinzunahme
der Geschwindigkeiten als messbare Zustandsgrofe reduziert die Ordnung der charakteristi-
schen Gleichung. Es existieren dann 3ng4.r Zustandsgrofen mit 2n4.r Ausgangsgrofen. Durch
die Symmetrie bedeutet dies eine Unterteilung in jeweils ng.r Subsysteme der Ordnung 1
und 2. Da die Ausgangsgrofen paarweise mit ihren Ableitungen auftreten, dndert sich das
Driftfeld in der NBKNF Form des Systems nicht. Die Transformationsvorschrift bleibt gleich,

die Unterteilung in Subsysteme ist eine andere

q L1 i) bk
............ @,
qi | | = | M |+ Gy = Lw] |
bg, b g
Daraus ergeben sich die charakteristischen Gleichungen
ity "hei+ 1 =0 (4.49a)
L%’kfm ) JANE Lbks 41+ s =o0. (4.49Db)

Aus der ersten partiellen Differentialgleichung, Gleichung (4.49a) erwachsen keine Bedin-
gungen an das System. Vertréiglichkeitsbedingungen entstehen nur durch Gleichung (4.49b).
Um diese zu bestimmen und eine Aussage iiber die Losbarkeit der Differentialgleichungen
machen zu kénnen, die gleichbedeutend mit der Existenz des Normalformbeobachters sind,
kann auf die Ergebnisse des vorigen Abschnittes zuriickgegriffen werden. Die Ableitung der
noch unbekannten Ausgangsabbildung der NBNF muss jedoch nach dem erweiterten Vektor
y erfolgen

bnf; bnf
bnf 0" ™M hy 1 bk 0" "hg 1 bk
L h,, = —/73 @, + ——2
bkfm x,1 8y}‘ 2 8y2T ,fm

Definition 5 bof bl | bk
Lok, "ha) = == " .

6’3;1F
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Fiir die zweifache Lie-Ableitung der zweiten charakteristischen Gleichung gilt

92bnfp, bk o> bnfp, bk, \ bk
Lbkf bt x,2 = 8(y,1r>22 (Indof ® wQ) Lo + 73!2 (Indof ® 333) )
82 bﬂfhm’ bk 82bnfh bk 8bnfhm bk
8y2Tc’)y1T2 (Indof ® :132) T3 + (y2 )22 (Indof ® :133) T3+ YT : fa

Die Ableitungen nach y; sind nach Definition 5 Null, so dass die finale Gleichung lautet

-1
bk p 9P hy o 52bnfp, o bk O3 bk 93 bk

Jo = _( o(v7) ) ( 8(yg)2 (Indof@) CL’g) x3+ 3 ‘PS T +ﬁ T3+ @2 |. (4.50)
Da die letzte Komponente des Driftfeldes in NBKNF "% f, keinen Term enthilt, der zu
(I, @ Pkxs) PRy korrespondiert, muss die zweifache Ableitung der Ausgangsabbildung

nach y; daher Null sein

82 bnfhw abnfhw
a(TT)éz =0 = a(yg)z = konst. = bnfhw72 = KlyQ + KQ. (451)
2

bk

Samtliche Terme aus Gleichung (4.48) die eine einfache Abhéngigkeit von "“x; aufweisen

konnen eindeutig zugeordnet werden. Mit Hilfe der Aquivalenzumformung 1 gilt dann

Ops [ OM, o°Jy (
Ooyy — \ obkxl = ObkgT

I, ®°%J, "M, - 2K1> Pz ® I,,,,) -

Zur Priifung ob eine Losung existiert ist die Vertrdglichkeit der einzelnen Ableitungen zu
priifen, um dann an Hand der zweifachen Ableitungen die Integratibilitdt sicherzustellen.

Dazu werden die Spalten der Matrix benotigt

Z bk:L‘ Spalte c Z bkl’ 8'rnq c amq,c bkiB
2,1 2,1 — 2
3bkx1 abkxl abkwlT
n anT anT
Z bk 94 o7 -T Spalte ¢ Z bk g4 o7 -T
Zo Zabk J M S T Zabkl' Jq My
, , 1,i
i
n T
Z 8mq ibky o gbky OM,  spaite . OMg . py L — Qamq,c by,
N2
Ok, abkxlyi Ok, ObkpT

Die allgemeine Spalte berechnet sich aus der Summe der obigen Teilergebnisse

o°Jr om} Mg i

dp3 bk, q ¢ bk,
i "J T, .+ @e bk, — 3 .
e Z X2 Obky, q 9, bk, L2 Pk T 2

(4.52)
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Die Integratibilitiat der Gleichung fordert

&3 _ 0”3
892,0392,(1 ayQ,dayzQ

(4.53)

So dass der Ausdruck in Gleichung (4.52) nach einer zweiten Koordinate abzuleiten ist

T
s 9°J
bk g o7 -T Omg.c,d
W: vadabk Jq mq,c—i—[o...o ﬁ o...o]
Y2,60Y2.d L1 1

_3[0...0 ;;)Tq’” 0...0|. (4.54)

Z1,d

Eine allgemeine Symmetrie des Ausdrucks bzgl. der Koordinaten ¢, d existiert nicht. Daher
existiert beim vorliegenden Problem keine allgemeingiiltige Funktion (3, die die Bedingungen
erfiillt. Die partielle Differentialgleichung ist daher nur in Spezialféllen l6sbar. Das System
kann daher nicht auf die nichtlineare Beobachternormalform nach Definition 5 transformiert
werden, die fiir den Beobachter mit linearer Fehlerdynamik erforderlich ist. Dies liegt an den
restriktiven Bedingungen, die sich bei Systemen hoher Ordnung aus der charakteristischen
Gleichung ergeben. Ein skalarwertiges System unterliegt dieser Einschrinkung hier nicht, da

die Integratibilitdtsbedingung implizit erfiillt ist.

4.5 Erweiterung auf Siegel Domain Beobachter

Der im vorigen Kapitel dargestellte Entwurf eines Beobachters, basierend auf der nichtli-
nearen Beobachternormalform, scheiterte an den restriktiven Bedingungen die sich durch
die Transformationsvorschrift ergeben. Dennoch ist der Schritt den Beobachter in anderen
beschreibenden Variablen zu entwerfen weiterhin ein gangbarer Weg bei nichtlinearen Sys-
temen. Lésst sich das nichtlineare System nach Gleichung (4.7) derart transformieren, dass
die nichtlinearen Einfliisse simtlich in einem additiven Term zusammengefasst werden, so ist
der Entwurf eines Beobachters mit linearer Fehlerdynamik mdglich. Die restriktiven Bedin-
gungen in Form von Integratibilitatsbedingungen die sich aus dem Entwurf nach [44] bzw.
als Involutivitatsbedingungen nach [46] ergeben, entstehen durch die restriktive Normalform
nach der Transformation. Wie sich im vorigen Kapitel gezeigt hat, erfiillen Mehrgrofsensys-
teme diese Bedingungen im Allgemeinen nicht.

Ein Aufweiten der Zielform, insbesondere der Ausgangsabbildung in der Normalform, re-
sultiert in weniger restriktiven Bedingungen zur Transformation. Dieses Vorgehen ist in [47]
vorgeschlagen und in [48| erweitert worden. Obwohl das Verfahren zur Bestimmung eines
lokalen Beobachters ausgelegt ist, lisst sich der Giiltigkeitsbereich bei manchen Systemen

bis zum kompletten Arbeitsraum aufweiten. Auch dieses Verfahren basiert auf der Transfor-
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mation des Systems in geeignete Koordinaten.

Definition 6 (Erweiterte nichtlineare Beobachternormalform,[48]) Die erweiterte nicht-
lineare Beobachternormalform fiir Mehrgrofensysteme besteht aus einem linearen Teil und
einem nichtlinearen additiven Term, der ausschlieklich von den Ausgangsgréfien des Systems

abhingt
z=A-z+o(y)+Gy)u, y=h(z).

Dabei unterliegt die Ausgangsabbildung h : R™ — RP? keiner Einschrinkung, die konstante
Matrix A hingegen muss Hurwitz sein, d.h. sdmtliche Eigenwerte besitzen einen negativen
Realteil. ;

In den transformierten Koordinaten ergibt sich der Beobachter dann trivial zu
2=A-2+p(y)+Gy) - u (4.55)

Die resultierende Fehlerdynamik ist auf Grund der Forderungen an die Matrix A linear und
asymptotisch stabil. Der Diffeomorphismus zum Wechsel der Zustandskoordinaten ergibt

sich aus der partiellen Differentialgleichung

aenfwzrd
azrd ZBT

enf enf, zrd

T = "w,g(

) () £ = A, (") — (h(zrdm)) . (4.56)

Der Nachweis der Existenz und Eindeutigkeit der Losung von Gleichung (4.56) und damit
die Existenz einer Transformationsvorschrift ist in [48| ausgefiihrt. Der Beweis basiert auf
dem Hilfssatz von Lyapunov. Es wird die Existenz einer lokalen Losung um den Ursprung
zrdgy — o nachgewiesen. Eine Konstruktionsvorschrift fiir diese Losung wird jedoch nicht
genannt, sondern nur die Konstruktion einer Naherungslosung, die fiir den relevanten Bereich
die wahre Losung hinreichend genau nachbildet. Obwohl die Lésung zunéchst nur lokaler
Natur ist, ist das Verfahren trotzdem fiir den Zweck der Reibungsschitzung relevant, falls

der Giiltigkeitsbereich grof genug ist.
Die Existenz der Losung von Gleichung (4.56) um den Punkt #9z = o ist nach [48]

gewahrleistet, wenn der folgende Satz erfiillt ist.

Satz 3 (Existenz der Transformationsvorschrift auf ENBNF ([48])) Gegeben sind das
System nach Gleichung (4.7) der Ordnung ngor und die partielle Differentialgleichung (4.56).
Die Vektorfelder fr, ha, @ sind analytisch und ihr Wert an der Stelle Iz = o ist der Null-



58 4 Detektion der Reibkraft

vektor. Die Ableitung der Vektorfelder im Punkt Null ist

- azrdwT’ H = azrdwT’ - azrdwT'

enf,

Die partielle Differentialgleichung (4.56) besitzt eine eindeutige analytische Lisung ™ w4,

wenn gilt

IT mit TF = AT — BH mit T € R™" requlir
¢
(22 ma)”

wobei p; die Figenwerte der Matriz A und N\; die Figenwerte der Matriz F' sind. Die Losung

", ist ein lokaler Diffeomorphismus um 4

I —mTA > Vm e (N\ {0})", C > 0,v >0,

r—_0. m]

Interessanterweise bezieht die Beurteilung den noch unbekannten additiven Term ¢ ein.
Die Matrizen H und F' miissen ein beobachtbares Paar bilden. Fiir diese Beurteilung wird

das Kalmankriterium herangezogen, und der Rang der Beobachtbarkeitsmatrix gepriift

HF°
Qs = : Rang(Qp) = n.
HFn—l

Die Restriktionen, die sich aus den Bedingungen an die Eigenwerte der Matrizen ergeben,
schrianken die Losbarkeit kaum ein. Die in Satz 3 zusammengefassten Bedingungen fiir die
Existenz einer Transformation sind wesentlich geringer als diejenigen des vorigen Kapitels.
Der Satz liefert jedoch auch nur eine Aussage iiber die Existenz einer lokalen Lésung um
den Koordinatenursprung der Zusténde, demnach ist der Diffeomorphismus ebenfalls lokal in
einer Umgebung um den Ursprung. Uber die Groke des Definitionsbereiches in M ist keine
Aussage getroffen. Der daraus konstruierte Beobachter unterliegt den gleichen Einschrinkun-
gen, er gilt zundchst nur im Arbeitspunkt. Der Giiltigkeitsbereich ist bei diesem Beobachter
stark mit der angenommenen Nichtlinearitit verkniipft. Die Nichtlinearitit ist dabei nicht
Bestandsteil der Losung des Problems, d. h. im Prinzip kann fiir jede nichtlineare Abbildung
¢, die den Anforderungen aus Satz 3 gerecht wird, eine Koordinatentransformation gefunden
werden, die den Entwurf eines lokalen Arbeitspunktbeobachters ermdglicht.

Die Forderung an die Eigenwerte der Matrix ist von geringer Einschrinkung. In erster
Linie schliefst sie Eigenwerte fiir die Matrix A aus, die sich geméf der folgenden Vorschrift
> omiA;, m; € N\ {0} erzeugen lassen. Da die Menge der zuldssigen Eigenwerte fiir A ab
einer gewissen Schwelle von v dicht in C ist, sind die Einschrinkungen an die Fehlerdynamik,

die durch die Eigenwerte von A bestimmt ist, quasi nicht existent.
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Beispiel 3 Gegeben ist der Vektor A = [2, 3]". In diesem Fall scheiden alle natiirlichen
Zahlen n > 5 fiir p aus, da sie sich stets als Kombination darstellen lassen, und dann

mindestens ein Vektor m existiert, fiir den | — m™A| = 0 ist

1 =19, fn=2-m1+3-my
2-(m—1)+3-(ma+1) :my>1

:>,un+1:2'm1—|—3'm2—|—1: .
22+3(m2—1) :m1:1

Hingegen ist die Menge C\N als Losung zuldssig. Kann p nicht direkt erzeugt werden, besteht
die Moglichkeit, dass der Term fiir |[m| — oo gegen Null strebt. Es ist dann zu priifen, ob
die geforderte Bedingung beim Grenzwert giiltig bleibt. So ist bei der Kombination

:[\/6,\/§]T“u1:\/§:>m1)\1_m2)\2:(),m17&0:>%:\/§:z_?

die letzte Gleichung auf Grund der Irrationalitit der Zahlen erst im Unendlichen erfiillt,

strebt dann aber gegen Null. Angenommen es gébe eine beste Kombination my, ms

ﬂ—gQ—k =0< 2 < k= V2 — m2qitmigs

miqi

moq1—miq
< k| V|2 - mpmme| o g
Die Annahme fiihrte zum Widerspruch, daher gilt die Anndherung im Unendlichen. Bei ent-
sprechend groftem Exponenten v strebt die rechte Seite der Ungleichung aus Satz 3 schneller

gegen Null, so dass eine Konstante C' existiert. o

4.5.1 Beobachtung der Coulombschen Reibung

Der Entwurf des Beobachters durch die erweiterte nichtlineare Beobachternormalform erfolgt
zundchst fiir ein System mit ausschlieflich Coulombscher Reibung. Der angestrebte Verwen-
dungszweck des Beobachters, ndmlich die Reibungsdetektion im Arbeitsraum, ldsst einen
Beobachter im Arbeitspunkt, wie er durch Satz 3 beschrieben ist, eher ungeeignet erschei-
nen. Da die Reibung nur bei Geschwindigkeiten ungleich Null in den betreffenden Gelenken
detektierbar ist, siehe Abschnitt 4.2, existiert kein konstanter Arbeitspunkt. Daher ist ein

entsprechend grofler Giiltigkeitsbereich der Transformation wiinschenswert.

Zuniichst werden die Bedingungen um den Punkt 9z = o gepriift. Die partiellen Ablei-
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tungen des Driftfeldes und der Ausgangsabbildung miissen ein beobachtbares Paar ergeben

; o I o g
2 2T
a fw ( ) _ azrdj.-w’2 3zrdfw,2 azl‘dj:w’2 (0) a hm 0) _ I o (0]
OzrdpT oard T gzrdgT BZ’"dwg T QadgT ol o
(0] (8] (o)

1 o 0

0 I 0 o7 d gy o .
QB = N T = = Rang(QB) =3n gdW 8Zfda:3'f regular '

8Z1‘dfw72 8Z1‘dfm’2 8zrdfw72
yzrd m'lI‘ ozrd :1:2T yzrd a:3T

Im obigen Fall ist bereits angenommen, dass sowohl Geschwindigkeit als auch Position, repra-

sentiert durch die Zustandskoordinaten #dg;, 74

x5, messbar sind. Die Matrix verdndert sich
jedoch nicht, falls nur Positionskoordinaten zur Verfiigung stehen. Diese Bedingung dhnelt
der generellen Beobachtbarkeitsbedingung, nur dass hier die Ableitungen im Arbeitspunkt
betrachtet werden. Damit wird die lokale Invertierbarkeit der Funktionen sichergestellt. Die
Bedingung ist strenger als die Invertierbarkeit der Funktion, und daher separat gepriift. Pro-
blematisch bei obiger Rechnung ist der Arbeitspunkt, da die Reibung bei Geschwindigkeit
Null undefiniert und unstetig ist. Die zweite Bedingung ist erst nach Festlegung des addi-
tiven Terms ¢ priifbar. Fiir den Sonderfall T' = I ergibt sich der Identitdtsbeobachter mit

der aus dem linearen Fall bekannten Auslegung
IF=AI+BH < A=F - BH,
mit der Beobachterdynamik A und der Beobachterverstarkung B.

Zum Finden einer Transformation im vorliegenden Fall wird die partielle Differentialglei-
chung (4.56) betrachtet

\V/ enfwzrd zrdfm — A enfwzrd + ®. (457)

Die Gleichung ist zunéchst losgelost von den Eingangsgrofen. Da das System eingangslinear
ist, sind diese anschliefiend in die Losung integrierbar. Bei Gleichung (4.57) handelt es sich
um eine lineare partielle Differentialgleichung. In nicht vektorieller Schreibweise ergibt sich

die Summenform

en Zr aenf Wy ) zrd 21
\Y f'wzrd d.foa =v <= Z 8;7%)@ dfq;7i = V. (4.58)

Systeme partieller Differentialgleichungen dieser Art sind in [49] als Differentialgleichungen
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mit gleichem Hauptteil charakterisiert. Ihre Losung kann auf die Losung gewohnlicher Dif-

ferentialgleichungen zuriickgefiihrt werden

zrd
d g,

ds

d enf(wr ) zrd
ds

=" fi(c=1,...,n) — v, (r=1,...,n). (4.59)

Die Losung der nichtlinearen Gleichungen erfordert die Losung der allgemeinen Differenti-
algleichung des Systems, in den Ableitungen der Zustandsgrofen steckt die urspriingliche
Differentialgleichung des Systems, siehe Gleichung (4.5). Die Transformation auf das dqui-
valente System vereinfacht daher die Losung erst einmal nicht. Daher wird im Folgenden
nach der direkten Losung der Gleichung gesucht. Geméaf der Struktur des Driftfeldes wird
die Gleichung zunéchst aufgeteilt

aenfwzrd aenfw
zrd zrd zrd enf,
d T d T x, ZT'
azr -7/'1 azr wQ . :
"Ar—1 zrd o 7T zrd !
M, (—C’q T3 —gqt°J, :L*g)

Als Ansatz zur Losung wird das Separationsprinzip eingesetzt, wobei auch hier die Gruppie-
rung der Zustandsgrofen aufrecht erhalten bleibt. Dabei ist zu beachten, dass dieser Ansatz

nicht automatisch die Gesamtheit aller Losungen liefert [49],

enf,

Wyrd = '%bl(zrdflh) + ¢2(zrdfl32) + 1Pg(zrdiﬂ?,) (4.61)

enf, _ | 0¥ O3 Ovs | _ ’ ’ /
= VPw,y = [azrdw"lf o7rdgT azrdmg] - |:¢1 ¢2 ¢3] .

Mit diesem Ansatz in Gleichung (4.60) kann die Losung angegangen werden. Dabei wird der
additive nichtlineare Term noch nicht ndher bestimmt. Einzig seine Abhéngigkeit von den

Messgrofen ist festgelegt

Qpi(zrdwl) zrde 4 wé(zrdw2)Mq_1 (—Cq zrde o gq + UJ:][‘ zrdwg) —

A (,lpl(zrdwl) +¢2(zrdw2) _'_¢3(zrdw3)) + QO(ZFdwl,Z[dIBQ). (462)

Die rechte Seite bietet keinen Term der Form ¢4 (”9ay) M 'Cy”9x,, so dass ohne konkrete
Forderungen an das System, die einzige Losung 1, = o ist. Damit ist auch 13 als konstanter

Vektor festgelegt. Die resultierende Transformation lautet
enf, _ o 1 zrd zrd
Wag=P1 = @=19 " x— AP ("x1).

Da die Losung jedoch nicht alle Zustandsgrofsen enthélt und daher nicht invertierbar ist, ist

die Zustandstransformation wertlos. Eine Abbildung in einen niederdimensionaleren Raum
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wiirde Informationen verlieren. Der Ansatz liefert jedoch die Erkenntnis, dass ein Summand
1 (7x,) der Losung stets iiberlagert werden kann, da er Losung der Differentialgleichung
ist. Durch die Hinzunahme weiterer Terme kann nun versucht werden eine Losung zu kon-
struieren, die alle Zustinde enthélt und auf einem gewissen Bereich invertierbar ist. In diesem

Definitionsbereich existiert dann ein Beobachter nach Definition 6.

Die vollsténdige Trennung der Zustédnde liefert keine brauchbare Losung der partiellen
Differentialgleichung. Entscheidend fiir die Losung sind diejenigen Terme, die die unter Z9a;
zusammengefassten Zustandsgrofen enthalten. Diese lassen sich nicht ohne weiteres im ad-
ditiven Term in den transformierten Koordinaten zusammenfassen. Um die noch fehlenden

Zustande in die Losung aufzunehmen bleibt zu priifen, ob ein Term der Form

enf, _ zrd zrd enf, _ 023 023
Wyrd = ¢23( o, 333) =V Wyrqg = |O 8ZTd:t;F 8”de (463)

Losung der Differentialgleichung ist. Eingesetzt in Gleichung (4.57) kann dies auf die Losung

des Problems

a - Zr o ZI'
az:f;fT M, ' (_Cq 2y — gq + JqT dw:s) = A3+ (4.64)
2

heruntergebrochen werden. Durch die Multiplikation der Ableitung mit dem Driftfeld entste-
hen auf der linken Seite der Gleichung Terme, die von allen Zustandsgréfen abhingig sind.
Die rechte Seite beinhaltet jedoch nur additive Komponenten mit einzelnen Kombinationen

der Zustandsgrofen. Es ldsst sich jedoch keine Funktion 1),3 finden, welche obige Gleichung

zrd

16st: Ohne das System zu beschrinken, konnen die Abhéngigkeiten von ““a; auf der linken

Seite nicht entfernt werden. Da kein korrespondierender Term auf der rechten Seite existiert,

rd

bleibt nur die Elimination von #“x3 auf der linken Seite. Dies erfordert jedoch ebenfalls die

zrd

Abhéngigkeit von ““xq, so dass ein Widerspruch zum Ansatz entsteht. Ein Ansatz mit

d d f 0 0
¢13(zr 21, o m3) = V en Wyrd = [az;,(bilmgT o az;ﬁlmST] (465)
1 3

scheitert aus dhnlichen Griinden. Durch die Multiplikation mit dem Driftfeld entsteht auch
hier ein Term auf der rechten Seite, der von allen Zustandsgrofen abhingig ist. Die letzte
mogliche Kombination zweier Zustandsgrofien ist

¢12(Zrdw1,zrd332) = venfwzrd = |22 O 0] . (4.66)

yzrd m'lI‘ yzrd mg‘

Die Multiplikation mit dem Driftfeld liefert bis auf einen Fall ausschliefslich Terme, die nur

zrd zrd
1

von “x @, abhingig sind und daher vom additiven Term erzeugt werden konnen. Mit
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7td g, verbleibt der Term

a1#12 Mil

d AT q
azr w2

der Zustandsgrofe

(9Jy "a3) = Apis + . (4.67)

Auch in diesem Fall existiert keine Funktion, welche die Gleichung erfiillen kann. Der Riick-
blick auf den Separationsansatz in Gleichung (4.62) zeigt, dass der Term )3 auf der linken
Seite nicht auftaucht und daher verwendet werden kann, um beliebige Funktionen in “z

auf der rechten Seite zu erzeugen. Damit ergibt sich als Ansatz

Y=t = VY = | e ). (4.68)
In Gleichung (4.60) eingesetzt folgt daraus

a1#12 zrd a"#12

JordgT X2 + grrdgT M(;l (_Cq "y — gq+ GJqT Zrda’fi) =AY+ APz +
1 2

81,012 —10 7T zrd albm 17T

azrdmqu Jq IB3:A¢3 = aﬂda:qu Jq /\’lpg.

Aus den so gefundenen Teillosungen lisst sich die Gesamtlosung komponieren, gleichzeitig
legt dies auch den additiven Term ¢ fest. Als offener Auslegungsparameter ist die Beobach-

termatrix A in den Gleichungen vorhanden

enfwzrd — ,lpl(zrdwl) + ¢12(Zrdw1, zrdwz) + ’lpg(zrdwg) (469&)
a + ZI a — Zr
= v q —qum Ty — T:jme M (Cy™ @2 + gg) — Ay + o) (4.69Db)
07rdqy 07rdq,

V1o = Ko°Jy "M, "y, aps = K3 ™.
Die Matrizen K», K3, A sind nicht unabhéngig voneinander. Es gilt der Zusammenhang

Invertierbarkeit und Differenzierbarkeit der Transformation

Nach Festlegung der Transformation und des additiven Terms konnen alle Bedingungen aus
Definition 6 iiberpriift werden. Die Transformationsvorschrift nach Gleichung (4.69) enthélt
simtliche Zustandsgrofen und ist damit formal ein Kandidat fiir eine Koordinatentransfor-
mation. Damit die Vorschrift ein Diffeomorphimus ist, muss ihre Differenzierbarkeit und die
Differenzierbarkeit ihrer Umkehrung gepriift werden. Die Differenzierbarkeit der Komponen-
ten 1)1, 13 ist offensichtlich bzw. die Funktion v, kann entsprechend gewihlt werden. Da 1)y
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sich aus den Matrizen des mechanischen Systems zusammensetzt ist auch hier die Glattheit
der Funktionen sichergestellt. Einzig singulére Positionen konnen dabei problematisch sein.

Zur Invertierung des Systems, wird dieses zunéchst wieder blockweise aufgeschrieben

1#]72 + 1§272Mq Jq Zrde + [{372 Zrdwg - enwa
¢1,3 1(2,3-“1q Jq ) 1(3,3 T3 T3

-1 -1
Tl’l — K272K2’1, T172 — K273K271

rd rd __ enf, enf,
¢1,2 —T1,1¢1,1 + K3,2Z T3 —T1,1K3,1Z T3 = T2 —Tl,l Ty

Vi3 — Yo + Kiz@xy—11,K3, %923 = gy — 1,
-1
Y= (K33~ Y12K3:) (Kso—11:1K3,)
f, f f f
Y13 — L2911 — 1 (1/)1,2 - T1,1¢1,1) ="Mxz =11,z - T3 (en S SR 51’31)

=T
’lpl,l + K2,1Manq ZrdIBQ -+ nglzrdwg = enfwl ﬂ

Wenn die letzte Gleichung nach ¥z, auflésbar ist und die in den Zwischenschritten verwen-
deten Matrizen Y existieren und vollen Rang besitzen, dann ist das Gleichungssystem inver-
tierbar. Um diese Eigenschaften zu priifen, sind auch Summen von Matrizen auf die Existenz
ihrer Inversen zu priifen. Im Gegensatz zum Produkt quadratischer Matrizen, welches genau
dann regulir ist, wenn die Faktoren es sind, ist diese Aussage bei einer Summe generell nicht
moglich. Die Beschrankung der beteiligten Matrizen auf eine bestimmte Matrixklasse erlaubt
aber die Vorhersage der Entwicklung der Figenwerte. Besitzen alle beteiligten Matrizen die
selben Eigenvektoren, so konnen Aussagen iiber die Eigenwerte der Summenmatrix getroffen
werden, sieche B. Die Kenntnis der Eigenwerte erlaubt die Beurteilung der Invertierbarkeit
der Matrix, so dass mit Hilfe dieser Eigenschaft nach Losungen gesucht werden kann. Da in
den inversen Matrizen nur Submatrizen der Entwurfsparameter vorkommen wird zunéchst
der gemeinsame Eigenraum der betrachteten Matrizen durch die Vorgabe von ng.r linear

unabhéngigen Eigenvektoren festgelegt

Ndof
W = ['val o ”e,ndof} mit Zazfve,i =0=a; =" =ay,,, =0. (4.71)
i=1
Fiir die Betrachtung der Matrizen 17 ;, Y 5 sind die Komponenten der Matrix K relevant.
Mittels Festlegung der Eigenvektoren und -werte der Submatrizen von K5 kénnen dann die
in Anhang B angegebenen Beziehungen genutzt werden. Mit den Eigenwerten

[K2,1] [K2,2] [K2,3]

Aw(Ka1) = A, Aw(Kzp) = A, Aw(Ko3) = A,
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folgt dann mit den Korollars 7 und 8

(71,1] [K22] [[K21] ! [K22] [[K21] -
AW(TLI) = A = )\1 )\1 c. )\"dof )\"dof

[Y1,2] [K23] [ [K2,:] ! [K2,3] ([K2.1] !
AW(T1,2) = )\ == )\1 )\1 e )\ndof )\"dof .

Aus den Gleichungen folgt, dass alle Teilmatrizen der Matrix K regulér sein miissen. Da es
sich dabei nur um Multiplikationen handelt, ist die Beschrinkung auf Matrizen mit gleichen
Eigenvektoren hier noch nicht wichtig, spielt aber bei der Betrachtung der Matrix X5 eine
Rolle

v (Ko~ Kol Kun) (Ko — KaaKGKGa) ') = A

; I = K372 - I —|— K272K2j11K371

Die Festlegung der zu invertierenden Matrix auf die Einheitsmatrix vereinfacht die Berech-
nungen im Folgenden. Diese Festlegung weicht von den vorangegangen Beschreibungen der
Matrizen leicht ab. Durch die Sonderrolle der Einheitsmatrix ist dies allerdings unproblema-
tisch. Desweiteren habe die Matrix A Blockdiagonalstruktur und die freie Vektorfunktion

)1 sei linear in 79z,

A1,1 A1,2 A1,3 K1,1
d
A= 0] A2,2 A2,3 1/)1,1 = K1,2 .
(0] (0] A373 K173

Die durch A reprisentierte Fehlerdynamik hat nach dem Entwurfskriterium nur Eigenwerte
mit negativem Realteil, so dass alle Blockdiagonalmatrizen regulér sind. Auf Grund der
Annahmen iiber 4, ; kann die Bedingung an die letzte Zeile des Gleichungssystems formuliert

werden: Die Matrix
Ki;—Y1:Ki1 -1, (K, —11:1K:,) (4.72)

muss regulér sein. Mit diesen Vorgaben und den vorigen Beziehungen sowie Gleichung (4.70)
lassen sich die Anforderungen an die Matrizen formulieren. Da die Matrix A die Fehlerdyna-

mik des Beobachters enthilt, bleibt sie als Entwurfparameter in den Gleichungen erhalten.
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Zunichst werden die Abhéngigkeiten bzgl. der Matrix Ky eliminiert

3
AwKy;=> Aw(Aj) - AwKs; j=1,2,3
i=j
Daraus lassen sich Bedingungen der Eigenwerte der Teilmatrizen von K3 in Abhéngigkeit
der Matrix A definieren. Da die Teilmatrizen zur Bildung der 77 ; verwendet werden, miissen
alle Eigenwerte von Null verschieden sein. So muss K3 3 regulér sein, fiir die beiden anderen

Teilmatrizen ergibt sich aus den Eigenwerten

AwAss - Aw K5
Aw Asp

S L Aw AL - Aw K,

Aw K
wKso # AwAr,

Aw K3, # (4.73)
Die Ungleichheit muss elementweise gelten, damit ist die Forderung nach reguléren Hilfsma-
trizen 17 ; gleich mit erfiillt, da diese sich aus dem Produkt ergeben. Fiir die Hilfsmatrix 1
lassen sich Bedingungen analog formulieren. Mit der Forderung, dass der zu invertierende

Term der Einheitsmatrix entspricht, ergeben sich die Bedingungen wie folgt

AWKB,I : Z?ZQ AWA2,i : AWKB,i
S AwAy - Aw K
AWK3,1 : AWA3,3 : AWK3,3
Z;Ll AWAl,z‘ : AWK3,i

Awl = Aw K35 —

AWK3,3 7£ )
und aus der sich im letzten Schritt zur Losung des Gleichungssystems ergebenden Matrix
nach Gleichung (4.72) ergibt sich die folgende Bedingung, um die Invertierbarkeit des ge-

samten Systems zu gewahrleisten

Aw K Aw Az - AWK3,3 Aw K, Aw K AWKB,l : AWA3,3 Aw K33
1,3 — - 3,3
Zle AwA, ;i AwKs; Zi’zl AwA,,; AwKs;
Ak, — AW B T Aw Ay AwK )
w12 — . .
Z?:l AWAl,i ' AWKB,i

Die Darstellung bzgl. der Eigenwerte erlaubt eine einfache Beurteilung, ob sich Matrizen
finden lassen, die die Bedingungen erfiillen. Es ist festzuhalten, dass die Invertierbarkeit
der Koordinatentransformation in Gleichung (4.69) nicht von den Systemmatrizen abhingt
und damit vom konkreten System unabhéngig ist. Die Beschriankung der Matrix A auf
Diagonalgestalt bedingt, dass sich die die Fehlerdynamik bestimmenden Eigenwerte in den
Diagonalelementen wiederfinden (Korollar 9). Die Invertierung der Abbildung ist unter allen

getroffenen Einschrankungen moglich, so dass eine Losung fiir das Problem existiert und die
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Koordinatentransformation nach Gleichung (4.69) eine Umkehrung besitzt. Setzt man

K;1=K3o=K33A11=A1,=A4,35 Ays=Ay3

Aw2A
/legg = /lwI — u = Aw2A22 7é AWgAl 1
’ Aw3A;, ) ’
= A As 5
AwKss # Awl — 232 o Ay Ags # Aw3Ag,
Aw3A;

so ist diese Bedingung stets erfiillt, solange die Beziehungen zwischen den Eigenwerten der
Teilmatrizen eingehalten werden. Die Invertierbarkeit der noch iibrigen Gleichungen ist durch
die freie Wahl der Matrizen K ; stets sichergestellt.

Die konkrete Umkehrung der Koordinatentransformation muss fiir die Losung der Zu-
standsschitzeraufgabe durchgefiihrt werden. Sie erlaubt, in Verbindung mit ihrer Ableitung,
den Entwurf des Beobachters in Originalkoordinaten bzw. die Riicktransformation der ge-
schitzten Zusténde in Originalkoordinaten. Da durch die obige Rechnung sichergestellt ist,
dass Matrizen existieren, welche die Invertierung der Transformation erlauben, kann diese
angegeben werden. Die Einschrankungen die vorher gemacht worden sind, um die Existenz
der Losung zu zeigen sind nun aufgehoben. Die Umkehrung der letzten Zeile des Gleichungs-

systems ist hier iiber die Definition einer Umkehrfunktion gegeben

g, = Zrd(’w1)enf(enfil3) = x(“x) (4.75a)
Zrdfl?3 = (K3,2 - T1,1K3,1)71 (enfe’lh - T1,1 enfilﬁ - ’1#1,2 + T1,1'¢1,1) }zrdwl
= 7 (wy) eni( ") (4.75b)
gy = (1{2,1J\/—’qchqiT)_1 (eﬂf%‘l — 11— K3 Zrd-’Bg) ard g,
rd g
= " (ws)enr( ") (4.75¢)

Die Differenzierbarkeit der Riicktransformation ist zum einen von der gewihlten Funktion
11, der Massenmatrix und der Jakobimatrix abhingig. Letztere sind bis auf die singuldren
Stellungen unproblematisch. Die Funktion 1), ist bei Festlegung der Koordinatentransfor-
mation entsprechend zu wahlen.

Der Transfer des Beobachters in Originalkoordinaten erfordert die zeitliche Ableitung der
Riicktransformation nach Gleichung (4.75). Diese ergibt sich durch Anwenden der Ketten-

regel auf die Transformation

d zrd:% B azrdwenf(enfi) ‘ d enf:% B azrdwenf(enf£>

= = (A 4.
dt aenfiT dt aenfiT ( T+ QO(y)), ( 76)
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die die Differentialgleichung des Beobachters in den Ursprungskoordinaten liefert. Die Ablei-
tung der Gleichungen (4.75) nach den transformierten Grofen lésst sich auf Grund der noch
unbestimmten Funktion 1); nicht bis ins Letzte auflosen. Daher bleibt ihre Ableitung un-

aufgelost, ebenso wie die Ableitung der ersten Komponente der Koordinatentransformation

o (w1)enf
genfy, T

. Fiir die Ableitung der Riicktransformation der Zustinde #dx,, 7z,

azrd(w?))enf — 8¢ oX a¢ X
™ = (o= Yk ([ 1 o] - X, X

O (wy)ens  O(CTTMIY) 0 x
aenfwT - aenfwT

((GJqTMf;l)ox) K, ([I o 0] —

(15 (1 (x5, )

OPr1ox + Ks, Zrd(w3>enf
aenfwT

Die verbleibenden Verkettungen der Funktionen lassen sich mittels Korollar 4 weiter auflosen.
Samtliche Verkettungen haben auf Grund der unbekannten Funktion 1, die Struktur X o,

7rd g ist. Dies

wobei X entweder eine Matrix oder ein Vektor abhéngig von der Zustandsgrofe
erlaubt die Uberpriifung der Differenzierbarkeit der Umkehrabbildung. Diese Eigenschaft ist
Vorraussetzung, damit ®aw,,q ein Diffeomorphismus und somit eine zuléssige Transformation

fiir den Beobachterentwurf ist

0Xox 0X ox

penfyeT o azrdw}“ HenfpT”

(4.77)

Neben der Differenzierbarkeit der Funktion x ist diese auch fiir die Funktion 1), die Massen-
und die Jakobimatrix gefordert. Letztere erfiillen das Kriterium auf Grund des physikalischen
Hintergrunds, mit Ausnahme singuldrer Posen. Die Funktionen t; und damit auch x sind
frei wahlbar. Die Forderung schrankt also nur die Auswahl der Kanditaten ein. Eine zuldssige
Kombination ergibt sich fiir eine lineare Funktion 1p;. Wie Gleichung (4.74) zeigt, ergibt sich
eine konstante Matrix, die an die Zustéinde auf der rechten Seite des Systems heranmulti-
pliziert wird. Die daraus folgende Funktion »x ist daher ebenfalls linear in ®z und somit

differenzierbar auf dem gesamten Definitionsbereich.

Transformation der Eingangsgrole

Die bisherigen Betrachtungen haben ein autonomes System vorausgesetzt. Eingangsgrofen
sind in den Uberlegungen nicht beriicksichtigt worden. Bei der Anwendung bei Robotern
spielt dies jedoch eine entscheidende Rolle, da ansonsten die Einginge als Storung auf die zu
schitzende Grofe wirken und das Resultat verfilschen. Fiir die Qualitit der Zustandsschét-

zung ist die Einbeziehung der Eingangsgréften daher von elementarer Bedeutung. Ausgehend
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von der Zustandsraumdarstellung als autonomes System in den generalisierten Koordinaten

bisher, kommen nun die Eingangsgrofen in Form der Antriebsmomente hinzu

dzrd:B
dt

= fo+ Gary. (4.78)

Die Applikation der Koordinatentransformation Gleichung (4.69) darf nicht die von Defini-

tion 6 geforderte Struktur verletzen. Fiir das transformierte System gilt

d enfa.: aenfwzrd d zrd T aenfwzrd aenfwzrd
dt o Hzrd T ’ dt o Hzrd T .fm + Hzrd p T

Gm’Td. (479)

Die Eingangsgrofe wirkt in generalisierten Koordinaten nur auf den Geschwindigkeitsterm,
so dass die anderen Teilmatrizen von G, Nullmatrizen sind. Die partiellen Ableitungen der

Koordinatentransformation werden damit ausgeblendet

T aenfwzrd
o d T
azr 332

= AK:°J, "M,M_' = AK:°J, " = “'G. (4.80)

aenf o aenf e f, e _
pe el Sl o Mo

yzrd m'lI‘ ozrd :1:2T ozrd wg

aen

-1
Mq

Die Matrix ergibt sich aus der Multiplikation der konstanten Matrizen der Entwurfspara-
meter des Beobachters und der Jakobimatrix zu den reibbehafteten Freiheitsgraden. Damit
ist sie ausschlieflich von den Ausgangsgrofen des Systems abhéngig und erfiillt die fiir den
ENBNF geforderte Struktur aus Definition 6.

Das gesamte System inklusive Eingangsgrofien folgt daher in transformierten Koordinaten

der Form
denfw n en en en 7 W1 )en enfw
A ply) + TGy y =R = |, )
dt (wa)enr("'x

In Gleichung (4.81) zeigt sich der wesentliche Unterschied der erweiterten Struktur im Ver-
gleich zum Entwurf mittels NBNF. Die Ausgangsabbildung ist, verglichen mit der in De-
finition 5 geforderten Form, deutlich komplexer und héngt von sidmtlichen Zustinden im
transformierten Raum ab. Dies stellt deutlich geringere Anforderungen an die Koordinaten-

transformation, so dass in diesem Fall die Losung méglich ist.

Bemerkung 2 Die Kombination der Zustandsgrofen 9@, und 9 fithrt bei der Multi-
plikation der Ableitung mit der Ausgangsabbildung zu einer Ausgangsabbildung in transfor-
mierten Koordinaten, die nicht mehr nur von den messbaren Groéfsen abhidngt und damit die

Bedingungen von Definition 6 verletzt. o
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Reduzierte AusgangsgroBen

Steht statt Geschwindigkeit und Position der Antriebe nur die Position zur Verfiigung, fiihrt
die Koordinatentransformation nach Gleichung (4.69) nicht zur notwendigen Struktur der
Differentialgleichung im Transformierten. Zwar ist die Eingangsmatrix “/G nur von der
Position abhéngig, die nichtlineare additive Funktion ¢ hingt jedoch zusétzlich von der
Geschwindigkeit ab. Die Definition 6 sagt zwar die Existenz eines Beobachters auch in die-
sem Fall voraus, trifft jedoch keine Aussage iiber die Konstruktion und den Einzugsbereich.
Eine Integration der partiellen Differentialgleichung ist global nicht mdoglich, so dass das

Geschwindigkeitssignal fiir die Schitzung benotigt wird.

Mehrere Freiheitsgrade

Die bisherigen Ausfithrungen setzen voraus, dass die Anzahl der zu schitzenden Reibzu-
stinde mit denen der generalisierten Koordinaten iibereinstimmt. Die Jakobimatrix zu den
reibbehafteten Gelenken muss invertierbar sein, sonst ist die in Gleichung (4.69) angegebene
Funktion nicht umkehrbar und somit kein Diffeomorphismus. Daher ist sie als Koordina-
tentransformation unbrauchbar. Bei der Aufteilung der zusétzlichen Reibgrofen in separate
Terme, wie in Abschnitt 4.2.3, zeigt, dass obiger Ansatz nicht zielfiihrend ist. Bereits die

Hinzunahme eines weiteren Terms fiihrt zur partiellen Differentialgleichung

v enfwzrd : Zrd.fm =A emc'luzrd + (P(y) (482)
mit Zrd,fm,Q — M(;l (alJl'IT Zrd(,B3 4 U2J¢;F Zrdw4 o Cq zrd(,B2 o gq) ]

Die gleichzeitige Kompensation beider Jakobimatrizen ist nicht moglich, so dass die Glei-
chung nicht integrierbar ist. Da dies die einzige Losung war die sich im vorigen Kapitel
gezeigt hat, folgt, dass die Hinzunahme weiterer Freiheitsgrade keinen Beobachter mit linea-

rer Fehlerdynamik zulésst.

Weniger Freiheitsgrade

Auch bei der Verwendung von weniger als ngor Freiheitsgraden ist die Jakobimatrix nicht
mehr quadratisch und somit zunéichst nicht invertierbar. Im Gegensatz zu den im vorigen
Absatz diskutierten Fall kann dieser Fall auch dann auftreten, wenn die eigentliche Aufgabe
fiir ngor Reibparameter definiert ist. Dies ist zum Beispiel der Fall, wenn die Jakobima-
trix einen Rangverlust erleidet, oder die Schitzung auf Grund der Geschwindigkeit Null im

Gelenk i ("xy,; = 0) nicht mdglich ist. In diesen Fillen reduziert sich die Anzahl der zu
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schitzenden Grofen, und die Jakobimatrix weist Rechteckform auf
7J; € R™™™ mit m < nor. (4.83)

Die Beschreibung des Systems im Zustandsraum &ndert sich nicht, mit Ausnahme der nicht
mehr quadratischen Matrix “Jy, siehe Gleichung (4.7). Formal kann daher die Koordinaten-
transformation nach Gleichung (4.69) erhalten bleiben. Anstelle der inversen Jakobimatrix,
die im Fall reduzierter Koordinaten nicht existiert, wird die Moore-Penrose Pseudoinverse

der Jakobimatrix angesetzt

enfwzrd — wl (zrdwl) + AK3 UJ;TMq zrd‘,B2 + K3 zrd‘,B3 (484)
enfwzrd e IR(2ndof+m) a'J;rT — (GJ;F o-Jq) -1 O'Jq.
mxm

Diese so gebildete Funktion ist zwar Losung fiir die partielle Differentialgleichung, aber auf
Grund der degenerierten Jakobimatrix nicht mehr invertierbar und ist daher kein Kandidat
fiir eine Koordinatentransformation. Die Pseudoinverse in der obigen Form ist jedoch nicht
die einzige Matrix, die die Anforderungen der Transformation erfiillt. Ziel ist es, dass das
Produkt aus der noch unbekannten Matrix mit der transponierten Jakobimatrix "JqT eine
konstante Matrix ergibt. Die Matrix selbst muss dabei invertierbar sein, damit die Losung der
Differentialgleichung auch als Koordinatentransformation verwendbar ist. Um eine Gleich-
formigkeit der Losung zu erhalten, muss die Losung im Falle einer reguléren Jakobimatrix
ihrer Inversen entsprechen. Es ist folgende Matrix gesucht

I
o (o] o I m
Jq N Jq —

] , mit 7J 7 € R "ol regulir. (4.85)

Ondof*mvm

BEWEIS (EXISTENZ DER MATRIX J¢) Sei °J; € R"™™ eine rechteckige Matrix mit
Rang m = Rang(°J ). Dann lisst sich die Matrix °J stets mit ngof — m weiteren Spalten-
vektoren zu einer reguldren quadratischen Matrix "JqD erginzen. Die Inverse dieser Matrix

(7J7) 7" besitzt die geforderten Eigenschaften von “J¢. Die Matrix “J; ist nicht eindeutig

T O
°J, = [’Ul ’vm] T, = ["JqT Vst - vndof}

T

Vi1 ) )

O'JD —1_ T’ 1 1= a'JD _10'JT_ Im
:>( q) - : :><’U*ﬂ"'vj> :>( q) q — u

T 0 :sonst Ongor—m,m

’U*andof

Die so konstruierte Matrix geht im Fall einer quadratischen, reguléren Jakobimatrix "JqT

in die Inverse iiber.
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Beispiel 4 Gegeben sei die 2 x 1 Matrix V', gesucht diejenige regulire Matrix M, die V in

die geforderte Form iiberfiihrt

V21 V22
MV — 1 Ugg  —Urg| |vi1| 1 U11Ug2 — U1pv21 | |1
det(VD) —V21 V11 V21 V11V22 — V12021 | —V921V11 + V11V21 0

Aus den Gleichungen ergibt sich die Forderung det(VD) # 0 & V11099 F# v12U21. Ist diese

vV — [Uu] mit MV — [(1]] ,VD _ [1)11 U12] -~ M = (VD)fl
v

erfiillt, dann ist die Matrix regulér. Sie lisst jedoch eine Schar von Matrizen zu. Die Losung

ist nicht eindeutig. O

Mit den vorhergehenden Uberlegungen bleibt die Transformationsvorschrift fiir Systeme
mit geringerer Anzahl von gesuchten Parametern strukturell unverindert giiltig. Weiterhin
sind diejenigen Fille abgedeckt, bei denen die einzelnen Groéfen auf Grund einer nicht vor-
handenen Geschwindigkeit im betreffenden Gelenk, von der Schétzung ausgenommen werden
miissen, oder die Matrix degeneriert. Der Rang der Losung der partiellen Differentialglei-
chung ist maximal und die Koordinatentransformation damit umkehrbar. Bei der Invertie-
rung der Transformation ist die fehlende Symmetrie in den Dimensionen zu beachten. Damit

entfillt die blockweise Behandlung wie sie im obigen Kapitel praktiziert ist.

Beim Anpassen der Transformation im Betrieb spielen andere Faktoren eine Rolle. Die
Matrix K3 kann entsprechend durch Streichen einer Spalte und Zeile angepasst werden. Der
Rang der Transformation ist dabei nicht gefihrdet. Schwieriger ist das Anpassen der Matrix
der linearen Beobachterdynamik A und der daran gekoppelte additive nichtlineare Term ¢p.
Da der fehlende Zustand kein direktes Aquivalent im Transformierten besitzt, kann das Sys-
tem nicht einfach modifiziert werden. Das neue reduzierte System muss dann entsprechend
initialisiert werden. Das System hat dann in der ENBNF ebenfalls einen Zustand weniger.
Entsprechend sind die Matrizen und Vektoren in der Transformation zu kiirzen. Besitzt die
Matrix der linearen Beobachterdynamik die Form einer linken oberen Dreiecksmatrix, so
wie bei der Blockstruktur bereits angesetzt, so kann die Matrix eingekiirzt werden, ohne die

Eigenwerte zu verdndern

el *: ........
er ko
0 . L
A= |- = A= 10 Lk
L ey D
' - 00 Cn—1
O0—"0H——=
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Da sich die Anderungen der Dimension nur in den konstanten Matrizen der Transformation
— mit Ausnahme der Funktion 1)1, die aber linear gewihlt werden kann — niederschlagen,
ist die Neubestimmung des nichtlinearen additiven Terms ebenfalls mit wenig Aufwand ver-
bunden. Sdmtliche sich A&ndernden Matrizen konnen von der Differentiation isoliert werden,
so dass die neue Funktion iiber Matrixmultiplikationen bzw. -addtionen bestimmbar ist. Die
Transformation bleibt weiterhin invertierbar, da eine komplette Zeile und Spalte eliminiert

wird, so dass kein Rangabfall geschieht.

Empfindlichkeit der Transformation

Die Koordinatentransformation weist neben der Wahl der Fehlerdynamik weitere Freiheits-
grade auf, die zur Optimierung genutzt werden konnen. Eine Md6glichkeit besteht darin den
additiven Term ¢ zu vereinfachen. Diese Mdoglichkeit kann sich durch die passende Wahl der
Funktion %, ergeben. Die Analyse des Terms in Gleichung (4.69) zeigt, dass die Kompen-
sation an zwei Stellen theoretisch moglich ist: Fiir diejenigen Terme die entweder nur von

rd

zrdge, abhingig oder linear in 79, sind

a¢1 Zr o1 — Zr a¢1 o1 —
Gy T ‘zy = AAK:°J, " M, "z, FrriaT = A’K3°J, "M,
oy
azrd;:T ="Jq TMq
1
Ay, = AK;3°J,”"M,g, = = K3°J, "M_,g,.

Die Kompensation des Gravitationsvektors ist also moglich, sofern die Wahl nicht die In-
vertierbarkeit der Koordinatentransformation gefihrdet. Zudem ist es fraglich, ob die Aus-

16schung den gesamten Term tatsdchlich vereinfacht, da in diesem Fall die Ableitung nach

den Zustinden 74

zrd

x, einen entsprechenden Term generiert. Die Kompensation des Terms
linear in ““ax; erfordert die Integrierbarkeit des obigen Ausdrucks. Der Jakobimatrix lésst
sich zwar eine vektorielle Potentialfunktion zuordnen, dem Produkt aus Massenmatrix und
inverser Jakobimatrix im Allgemeinen aber nicht. Die Kompensation kann daher héchstens

fiir den Gravitationsterm erfolgen.

Ein anderer Ansatz ist eine moglichst ausgewogene Koordinatentransformation zu errei-
chen. Ziel ist es, eine moglichst gleichwertige Gewichtung der Zustdnde im Transformierten
zu erreichen. Da es bei Transformation keine direkte Zuordnung der Zustinde oder Zustands-
gruppen gibt, kann eine stark unterschiedliche Gewichtung der Zustinde das Ergebnis, insbe-
sondere bei endlicher Rechengenauigkeit, storen. Als Anhaltspunkt der Gewichtung dienen
die Singuldrwerte der Matrizen in der Transformationsvorschrift. Diese geben die grofte

mogliche Verstirkung eines Vektors bzgl. der 2-Norm an, siehe [50]. Da sich auf die Gewich-
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tung der #Ix; gezielt Einfluss nehmen lisst, ist insbesondere die Verkopplung der iibrigen
Zustandsgrofen interessant, also namentlich die Singuldrwerte der Matrix AKg"Jq_TMq
im Vergleich zu K3. Da die Systemmatrizen durch das System gegeben sind und als Ent-
wurfsparameter ausfallen, beschrinkt sich die Analyse der Singuldrwerte auf die konstanten
Matrizen. Ziel ist es demnach, dass A K3 und K3 moglichst dhnliche Singularwerte besitzen.

Fiir die Abschitzung der Singuldrwerte liefert Korollar 10 die notwendige Ungleichung.

Fiir die Betrachtung der Singuldrwerte der Matrizen wird zunéchst deren Zerlegung geméaf
Definition 10 betrachtet

A=U,3,V, Ky =UgXKVy.

Bei der Dekomposition der Matrix der linearen Fehlerdynamik A gelte, dass die Singular-

werte in aufsteigender Reihenfolge, fiir die Matrix K3 in absteigender Reihenfolge sortiert

sind
(o] K3
5, - [01(A).._ ] X = | )..HUn (K3)
O_n{ (A) dof
) )
0i(A) <0i1(A) 0; (K3) > 011 (K3)

Unter der Annahme, dass das Matrixprodukt der beiden unitiren Matrizen V| und Uk die
Einheitsmatrix ergibt, ergeben sich die Singuldrwerte des Produkts von AKj als Produkt
der Singuldrwerte. Durch die Beziehung mit Korollar 10 zeigt sich, dass dies die kleinst mog-
lichen Eigenwerte des Produktes sind. Selbst in dieser idealen Kombination gilt, dass die
Singuldrwerte der Produktmatrix stets grofer sind als die der Matrix K3. Thr Unterschied
ist allein durch die Matrix A bestimmt, deren Eigenwerte und somit auch ihre Singuldrwerte
durch die gewiinschte Konvergenzgeschwindigkeit bestimmt sind. Ungeachtet dessen, ob die
oben angesetzte Multiplikation der unitiren Matrizen tatséichlich die Einheitsmatrix ergibt,
folgt aus obiger Analyse, dass die Singuldrwerte der Matrizen A und K3 jeweils moglichst
gleich seien sollten. Bei der Matrix A stehen dazu die Eigenvektoren als Freiheitsgrad zur
Verfiigung. Damit das System eine gleichméfige Konvergenz besitzt liegen die Eigenwerte
der Matrix sinnvollerweise in einem engen Intervall, so dass dies der Forderung zutréglich
ist. Der Einfluss der Systemmatrizen Mq,"J,fT ist in den vorangegangenen Uberlegungen
vernachléssigt worden. Thre Multiplikation mit A K3 dndert zwar die Singuldrwerte des Fak-
tors vor #?z,, allerdings bleiben die Uberlegungen bzgl. der Entwurfsvorschriften der beiden

konstanten Matrizen weiter bestehen.
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4.5.2 Beobachtung der geschwindigkeitsproportionalen Reibung

Der vorige Abschnitt 4.5.1 hatte die Beobachtung der Reibung als konstante Zustandsgro-
fse modelliert. Die Beschreibung in Abschnitt 3.2.3 sieht jedoch zusétzlich die Beschreibung
einer geschwindigkeitsproportionalen Komponente vor. Deren Einschluss in die Schéitzung
ermoglicht dann eine Verbesserung der Qualitdt des Beobachters, da diese Terme nicht der
konstanten Reibung zugeschlagen werden. Die Analyse der Beobachtbarkeit hat zudem erge-
ben, dass diese Komponenten beobachtbar sind. Damit existiert zumindest ein Beobachter
basierend auf hohen Verstirkungen. Der Entwurf mittels der ENBNF wird in diesem Ab-
schnitt untersucht.

Zunichst wird dazu das System ohne die Coulombschen Anteile untersucht und analog wie
in Abschnitt 4.5.1 angenommen, dass die Anzahl der zu schitzenden Freiheitsgrade denen

der messbaren Koordinaten entspricht. Als Zustandsdifferentialgleichung ergibt sich daher

das System
1 zrd(,Bl zrde
a zrda32 — M(;l (Td _ Cq zrda32 — 94 + O'J'qf diag(zrdmg) O'Jq zrdm2) (4863)
zrda,/,3 o
y = zrdh,(zrda.:17 zrdm2)' (486b)

Fiir den Entwurf eines Beobachters ist daher wieder ein Diffeomorphismus gesucht der das
System nach Gleichung (4.86) in die von Definition 6 geforderte Form transformiert. Dazu

muss die partielle Differentialgleichung
\V/ enfwzrd(zrdw> . Zrdfm — A enfwzrd(zrdw) + QO(Zrdwl, zrdwz)

gelost werden. In Analogie zur partiellen Differentialgleichung im vorigen Abschnitt, ist auch

zrd

hier, durch den frei wihlbaren additiven Term, die Funktion 11 ("“x;) eine zuléssige Losung

der Differentialgleichung

P11 g £ d £ d oY1 4
Ty = A.en wzrd(zr ZB) _A.o1 wzrd(zr ZB) + zr o
azrda-:'lf | az’"da:lT |
— cp("d:nl, erdwz)7

7tdge. im additiven

mit einer entsprechend diinn besetzten Matrix A, um Abh#ngigkeiten von
Term auszuschliefsen. Um die Umkehrbarkeit zu erzielen, damit die Losung als Koordinaten-
transformation verwendbar ist, miissen die anderen Zustinde, mit entsprechenden Rangbe-

dingungen, ebenfalls in die Losungsfunktion integriert werden. Der Transfer der Losungsidee
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aus dem vorigen Abschnitt erfordert, dass eine zweite Losungsfunktion zu erzeugen ist, die

den Faktor vor dem Term mit 795 eliminiert. In diesem Fall gilt also

a —1 0 : o ZTI ZTI ZrIt
azzf;fT Mq 1 JqT diag ( Jq dwg) da:g = K; dwg
2
aIl)b12 - —1 (o 2T oy —T
76”‘1:133 = K;diag 1 ( Jq da:z) J, M,

Die Forderung ist nicht erfiillbar, da die Matrix in obiger Gleichung im Allgemeinen nicht

integrierbar ist. Die Integratibilitdtsbedingungen liefern fiir die Komponente der Zeile ¢

mg‘,zjik(jhl Zrdle)il == mg:ij:,dof(ji,ndof Zrdevndof)717 (487)

wobei die j; die Spaltenvektoren der Jakobimatrix ?J, sind und die j; die ihrer Inversen.
Die Massenmatrix zerstért die geforderte Symmetrie zwar nicht, die Forderungen an die
Jakobimatrix sind jedoch stark einschrinkend. Die Integratibilitdtsbedingungen sind daher

nur in Ausnahmefillen erfiillt.

dg, in die Koordinatentrans-

Ein weiterer Ansatz die generalisierten Geschwindigkeiten #"
formation zu integrieren besteht darin, eine lineare Abhéngigkeit im zweiten Term zuzulas-
sen und diese mittels der Ableitung nach 7z, zu kompensieren. Angesetzt wird daher eine
Funktion in Abhéngigkeit aller Zustandsgrofen, die sich als Summe aus zwei Teilzustdnden

ergibt
Pio3 = P13 + P12 = diag(zrdwa)iﬁl + UJq_TMq g, (4.88)

In die partielle Differentialgleichung eingesetzt folgt dann

oy —T zrdm o7 — .
V’Iblggz diag(”dazg) Ot +8 Jo My 2 o+ Jq TMq dlag('l,bl)‘f'O]

8zrdw”1f 8zrdw”1f
o —T zrd
= diag(”dazg) Oy zrda32 4 Jq Mq L2 zrda32 _og —T€+
d T d T q
azr -7/'1 azr -7/'1

a'Jq—T GJ;]T diag(”d.’cg) a'Jq zrda,/,2 ; A(diag(zrda.:?’)wl + an—T zrdm2) + ®.

(?rdg3)ah; hat keine Entsprechung

Es zeigt sich, dass dies keine Losung ist. Der Term A diag
auf der linken Seite, die Transformation fiihrt demnach nicht auf die gewiinschte Form. Der
Term ist notwendig, um einen anderen Term auf der linken Seite der Gleichung zu kompen-

sieren. Da die Jakobimatrix aus der Ableitung der Ortsbeziehungen hervorgeht, existiert fiir
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sie eine Potentialfunktion, so dass gilt

9y

Hzrd w;r

0
=—9J; = diag(“"as) b1

T gy + diag(zmwg) °Jq #rdg, = 0. (4.89)

Andere Kombinationen als Ansatzfunktionen erscheinen auch vor dem Hintergrund der Ein-
gangsgroken, siehe Bemerkung 2, nicht sinnvoll. Eine Transformation auf einen Beobachter

mit linearer Fehlerdynamik und entsprechendem Definitionsbereich gelingt nicht.

4.6 Zusammenfassung der Beobachtertypen

Dieses Kapitel untersuchte neben der Durchfiihrbarkeit der Zustandsschitzung drei mogli-
che Realisierungen eines Beobachteransatzes fiir das reibbehaftete System. Alle vorgestell-
ten Ansdtze zum Entwurf eines Zustandsschitzers basieren dabei auf der Transformation
des Systems in eine Beschreibung, die die Auslegung des Beobachters begiinstigt. Ein we-
sentlicher Unterschied zum linearen Fall besteht darin, dass trotz der Anfangs bewiesenen
Beobachtbarkeit der Zustande, ein entsprechender Beobachter nicht zwangsweise existieren
muss.

In den Abschnitten 4.4 und 4.4.1 wurde gezeigt, dass der klassische Ansatz des Nor-
malformbeobachters fiir das System i. Allg. nicht durchfiihrbar ist. Die zur Transformation
notwendige Losung der Differentialgleichung existiert nicht, oder hat keine Losung von ent-
sprechendem Rang, so dass die Transformation mit einem Informationsverlust einhergehen
wiirde.

Der Beobachter basierend auf der Transformation in die Beobachtbarkeitsnormalform weist
die geringsten Einschrankungen bzgl. des Systems auf. Die Transformation basiert direkt auf
den Bedingungen, die zum generellen Nachweis der Beobachtbarkeit notwendig sind. Dies
ist ein grofer Vorteil des Ansatzes. Einer der wesentlichen Nachteile dieses Verfahrens ist,
dass das Modell des Systems zwar zur Transformation herangezogen wird, beim spéteren
Entwurf jedoch keine Rolle spielt. Die verbleibende Nichtlinearitit des Systems wird als
Storung aufgefasst, die von der fiir den linearen Teil entworfenen Riickkopplung kompensiert
werden muss. Je grofer die Beobachterverstarkung desto stirker wird der nichtlineare Anteil
unterdriickt. Daher erreicht dieser Ansatz nur ndherungsweise eine lineare Fehlerdynamik.
Aus den hohen Verstiarkungen die sich aus der Unterdriickung der Nichtlinearitdt ergeben,
folgt zudem ein anndhernd differenzierendes Verhalten des Beobachters. Bei verrauschten
Messsignalen fiihrt dies zu Problemen.

Die Erweiterung des Normalformbeobachters zur erweiterten Form hingegen beriicksich-
tigt das Modell des Systems auch in den Beobachtergleichungen. Die Nichtlinearitét tritt als

zusitzlicher additiver Term auf, der, ein exaktes Modell vorausgesetzt, zur Kompensation
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genutzt wird. Dadurch ergibt sich die lineare Fehlerdynamik des Systems und ein expo-
nentielles Abklingen des Schétzfehlers. Die Vorgabe der Fehlerdynamik wird zudem genau
getroffen. Eine Existenz dieser Form unterliegt jedoch, wie in Abschnitt 4.5 dargestellt, zu-
sitzlichen Bedingungen. Die Messung der Geschwindigkeit ist eine notwendige Voraussetzung
zum Entwurf. Die Anzahl der schitzbaren Grofen fillt zudem geringer aus.

Insgesamt iiberwiegen jedoch die Vorteile des Beobachters basierend auf der erweiterten
Form. Die Messung der Antriebsgeschwindigkeiten ist bei den vorliegenden Systemen gegeben
und auch die Zahl der benétigten Schitzgrofen wird im Falle der adaptronischen Gelenke
nicht iiberschritten. Daher wird der Beobachter nach Abschnitt 4.5 zur Bestimmung der

Reibgrofen herangezogen.

4.7 Diskretisierung des Beobachters

Der in den vorigen Abschnitten entwickelte Beobachter ist im zeitkontinuierlichen Bereich
entworfen. Die Implementierung der Gleichung erfolgt auf Grund ihrer komplexen Struktur
und notwendigen Berechnungen auf entsprechend leistungsfahigen Digitalrechnern. Die Aus-
wertung der Beobachtergleichungen muss dabei konsequenterweise in Echtzeit erfolgen, um
die Resultate im Kontext der Regelung verwenden zu kénnen. Eine Auswertung der kontinu-
ierlichen Gleichung mittels numerischer Verfahren ist daher nicht moglich. Die Gleichungen
sind daher in den zeitdiskreten Bereich zu transferieren. Die einfachste Variante zur Um-
setzung stellt das Eulersche Polygonzugverfahren bzw. die Riickwértsdifferenz dar [51, 52|.
Dazu wird das System als Anfangswertproblem betrachtet und der Wert zum Folgezeitpunkt

iiber die lineare Interpolation auf Basis der aktuellen Werte ermittelt
B(t) = @(to) + (to) - (£ — to),

wobei &(t) den Schitzwert darstellt. Fiir die Beobachterdifferentialgleichung nach Glei-
chung (4.81) folgt daraus mit der Abtastzeit T

dt
enfw(to + Ts) enf.’l)(to) + d enfw(t)’t:to . (Ts)

Mty + Ta) = m(to) + Ts - (A™2(to) + @ (y(to)) + ™G (y(to)) - Talte)) . (4.90)

enfw(t) enf.’l)(to) + d enfw(t)’t:to . (t . to)

Mit Hilfe von Gleichung (4.90) folgt der Ubertrag der Gleichung (4.81) in den zeitdiskreten
Bereich schliefslich zu

nlfplk + 1) = k] + T, - (A™z[k] + @ (y[k]) + "G (y[k]) Tas) - (4.91)
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Bei entsprechend hohen Abtastzeiten ist die Naherung des Systems hinreichend genau, zumal
eine exakte Transformation der Gleichung nicht ohne weiteres méglich ist. Diese wiirde analog
zum linearen Fall eine Losung der nichtlinearen Differentialgleichung (4.90) fordern. Da es
sich um einen Beobachter handelt, werden kleine Abweichungen vom Originalsystem ohnehin
durch die interne Dynamik eliminiert. Die Hinzunahme komplexerer Algorithmen wiirde
zudem die zur Auswertung benétigten Rechenoperationen steigern, so dass die Abtastzeit

sinken wiirde.
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5 Regelungstechnische Nutzung der

Informationen

Die im Kapitel 4 aufgefiihrten Mechanismen zur Detektion der Reibkraft sollen nun im weite-
ren im regelungstechnischen Kontext genutzt werden. Obwohl auch die Kenntnis der zusétz-
lichen Krifte eine wertvolle Information darstellt, an Hand derer Entscheidungen getroffen
werden konnen, wie zum Beispiel im Bereich der Adaptronik im Bezug auf die Umschaltung
auf geringere Reibung bei Fahrten mit hoher Geschwindigkeit, so lésst sich die Informa-
tion auch in die Steuerung und Regelung des Starrkorpers integrieren. Vorgestellt werden
in diesem Kapitel zwei Ansitze: Die Kompensation der Reibung durch eine entsprechende
Aufschaltung der geschitzten Grofen, sowie den Riickfluss der Reibung in die Planung der
Trajektorien. Da die Reibung durch adaptronische Gelenke explizit in das System einge-
bracht wird, ergibt sich ein weiteres Nutzungspotential der aus dem Beobachter gewonnenen
Informationen. Sie konnen zur Ansteuerung der Gelenke selbst genutzt werden, da sie einen

Riickschluss auf den gegenwirtigen Gelenkzustand erlauben.

5.1 Kompensation der Reibkrafte

Die unmittelbare Kompensation der Reibkrifte ist zundchst der naheliegende Weg die zu-
sitzlich gewonnenen Informationen zu nutzen. Es erfolgt eine Aufschaltung der detektierten
Grofsen im Regelkreis, so dass sich die Struktur nach Abbildung 5.1 ergibt. Der Vorteil dieser
Methode liegt in der direkten Verwendung der Informationen. In der gesamten Hierarchie
der im SFB 562 aufgesetzten Robotersteuerung, siehe [53], siedelt sich diese Verwendung
auf der Ebene der Regelung und somit auf der maschinennahen Schicht an. Ein Riickfluss
der Informationen in den iibrigen Kontext der Robotersteuerung ist nicht erforderlich, wenn
der Beobachter als Bestandteil des Reglers interpretiert wird. In der in Abbildung 5.1 ge-
zeigten Struktur ist die Steuerung stark vereinfacht dargestellt. Insbesondere ist offen, in
welchen Koordinaten iiber die Schnittstelle kommuniziert wird. Die Vorsteuerung der ge-
schitzten Momente erfolgt hingegen in generalisierten Koordinaten. Unabhéngig von der

Reglerstruktur enthélt der Systemeingang daher eine neue Komponente 7¢, die dem Regler-
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abstrahiert l maschinenspezifisch

Tr
I Beobachter
:
Trajektorien- Ty Ty 0, 4
l Regl
generator I cgler O Roboter +

Abbildung 5.1: Struktur des Regelkreises bei Aufschaltung der detektierten Informationen
auf Reglerebene. Die Schnittstelle zwischen beiden Abstraktionsebenen ist
hier nicht ndher spezifiziert. Der Ausgang des Beobachters ist bereits in die
entsprechenden Koordinaten transformiert.

ausgang zugeschaltet wird

d

a ZrdiB _ Zrdfw (zrdw) + zrdG(Zrdw) . (Tu + ’Tf) (51)
Tf = - O-Jrqr |:0 o Indo{:| (Zrdwenfo enfh) (enf£>

Durch die Riickkopplung der Signale in den Regelkreis, stellt sich stets auch die Frage nach
der Stabilitat der so erzeugten Anordnung. Fiir die Stabilitdt des Beobachters ergeben sich
aus der zusatzlichen Einspeisung keine Konsequenzen. Zwar dndert sich die Eingangsgro-
fse, diese ist jedoch im Vorhinein bekannt. Ihr Einfluss ist durch die Modellierung in Glei-
chung (4.81) behandelt. Steht die aufgeschaltete Groke zur Verfiigung, so ergibt sich die
lineare Fehlerdynamik unabhéngig von ihr, da sie kompensiert wird. Der Beobachter kon-
vergiert demnach unabhingig davon, ob die Aufschaltung stattfindet oder nicht. Ist das
urspriinglich geregelte System ohne Storgrofenaufschaltungen stabil, so ist es dies auch nach
der Aufschaltung, da die Storgréfke des Reibmomentes durch die stabile Schitzung, bis auf
eine evtl. Anfangsauslenkung, verringert wird. Bei der Betrachtung um eine Ruhelage liefert
Lyapunov die Moglichkeit die obige Aussage zu verifizieren. Ist das geregelte System auch

ohne die Aufschaltung stabil, so existiert fiir diesen Fall eine Lyapunovfunktion

i z1rdw1 _ Zrd.fw,l (5 2)
dt zrde zrdj:m’2 + B(y) z1rd(,133 4 R(Zrdw1,2)
Vi (7rd > 0
‘/1 :R" — R 1( wl,Q) Vzrdwl,g € D,

Vl(zrdwm) <0
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wobei R den stabilisierenden Regler darstellt. Fiir die Ableitung der Funktion ergibt sich
daher folgende Bedingung

. oV; A%
Vl(zrdazlﬁ) - azrd;T Zrd-fwal + azrd;T (zrdfwﬂ + B(y) gy + R(Zrdfmg)) <0 (5.3)
1 2
a‘/l zrd a‘/l zrd zrd a‘/1 ard
_azrdm'lf fw,l o azrda-:;[' ( fw,2 + R( w172>) 2 azrdmg‘B(y) 3. (54)

Die obige Aufteilung trennt die Stérung von den iibrigen Grofen ab. Da die Aussage fiir
alle Storvektoren aus dem Definitionsbereich gelten muss, kann die Bedingung mittels der
Cauchy-Schwarz Ungleichung auf eine obere Schranke abgeschiitzt werden. Diese Unabhin-

gigkeit der Bedingung von konkreten Vektoren, bedeutet eine notwendige Verschirfung

oV oy

rzrdwgB(y) Zrd-’fx‘a' < ' aZTwQTB(y)HJ}Hd-’B?,Hz-
ovy . ovy . o oV; o
_8zrd:11r;1T dfm’l B azrd;;r ( dfoa,2 + R( dwva)) 2 ' aZfd:;gB(y)llz}} dw3H2 (5:5)

Mit Hinzunahme der Storgrofsenaufschaltung éndert sich die Dimension des zu betrach-

tenden Systems. Es wird die Abweichung als zusétzlicher 7z} = “dg; — rd g, Zustand
eingefiihrt, mit dem sich das System dann beschreiben l&sst
ard g zrd for
% adg | = |7 fpo + R(™2y ) + B(y) "z; — B(y) Zrd.’%gl (5.6)
zrd g (%) B(y) "}

Aus der stabil entworfenen Beobachterdynamik folgt, dass der Schétzfehler asymptotisch
gegen Null strebt, die iiber die Funktion b(”“&*) beschriebene Dynamik also stabil ist. Daher
existiert auch fiir diese Dynamik eine Lyapunovfunktion Vg(”d:ic*). Die Superposition beider

Funktionen der Teilsysteme ergibt einen Kandidaten fiir die Funktion des Gesamtsystems
Vg(zrdw) — Vvl(zrdeQ) + VQ(ZPd:B;;). (57)

Die Funktion enthélt alle Zustdnde und ist iber den gesamten Definitionsbereich gréfser Null.

Es ist also zu priifen, ob ihre Ableitung negativ im gesamten Definitionsbereich ist. Durch
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Anwendung der Kettenregel ergibt sich

zrd
.f:t 1
d‘/g 8‘/2 dzrdw ) 0 ol T 7 zrd . *
dt - 8ZfdwT : dt = |:8zn‘1/2w"1f azl'(‘f/i;f‘ 8Z“‘j/2wg:| d.f:t,Q + R(y) + B(y) da33
b(zrd:%)
a‘/l zrd a‘/l zrd zrd a‘/Q zrd -,
= g T Jan + DT (" fz2 + R(y) + B(y) "x;) + 8Zfd:r;3Tb( )
Vs oVi oVi oVi

Zrd,fm,l +

zrd 4 zrd zrd %
= z R B
azrda-:;’l1 ( ) azrdmrlf azrda-:;[' ( 'f 2 + (y)) + azrdazéf (y) L3

Der mit Vl* bezeichnete Ausdruck dhnelt der Ableitung der ersten Lyapunovfunktion V;.
An die Stelle des friiheren externen Vektors 79z ist der Schitzfehler 79} getreten. Dessen

2-Norm ist auf Grund der linearen Fehlerdynamik und einem Startwert von Null stets klei-

ner als der wahre Wert der Norm H”dngQ. Zusammen mit Gleichung (5.5) ergibt sich die
Abschéatzung
a‘/l zrd % a‘/l zrd % a‘/l zrd
) e < [ D) [, < | o Bw)| [l 69

Da der Betrag des neuen Terms also stets kleiner ist als der entsprechende Term in der ur-
spriinglichen Gleichung, bleibt die notwendige Bedingung, damit die Ableitung der Funktion
Vi stets kleiner Null ist, erfiillt. Damit ist auch die Ableitung V; stets kleiner als Null und
die Funktion ist eine Lyapunovfunktion fiir das System. Die Hinzunahme der Stérgrofenauf-
schaltung gefihrdet die Stabilitdt des Regelkreises demnach nicht und kann vorgenommen

werden.

Die Regelqualitit hingegen kann durch die inverse Aufschaltung der Storgrofe verbessert
werden, da die Vorhersage und damit verbundene Kompensation oder Teilkompensation den
Regelkreis entlastet. Qualitativ lasst sich dieser Effekt auch an der Lyapunovfunktion die zur
Stabilitdatsbetrachtung genutzt wurde festmachen: Der Betrag der Ableitung der Funktion
ist grofer, somit verliert das System schneller Energie und nédhert sich der Ruhelage. Auch
bei der Folgeregelung verbessert die Aufschaltung die Regelqualitéit. Die in [54] beschriebene
Anwendung eines Beobachters zur Detektion der Reibung im System mit anschliefender
Kompensation fiihrte zur signifikanten Verbesserung der Regelqualitidt. Dabei verbesserten

sich sowohl die Bahnfehler als auch insbesondere der Einschwingprozess.
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O

Abbildung 5.2: Blockschaltbilder der zeitoptimal zu steuernden Systeme: Zweifach integrie-
rendes System sowie ungeddmpftes PT,-System

5.2 Modifizierte Trajektoriengenerierung

Der vorherige Abschnitt stellte die Nutzung der durch den Beobachter gewonnen Informatio-
nen iiber die adaptronischen Gelenke in Form einer Storgrofsenaufschaltung vor. Durch diese
Aufschaltung wird der Fehler, der durch die Reibung induziert wird, intern kompensiert.
An der Schnittstelle zwischen Planung und Regelung erscheint das System dann wie im Fall
ohne die zusdtzlichen Reibmomente. Unabhéngig von der gewdhlten Form der Linearisierung

gilt bei Aufschaltung anndhernd die urspriingliche Differentialgleichung

zrd
T2
d ZTI o o zrd o
T dp = M;! (‘ru — Cy™xy — gq+ JqT zrdgp, JqT dmg) ) (5.9)
o

Fiir die Planung der Trajektorien ergibt sich daher kein Unterschied, da das System im
Falle der exakten Ein-/Ausgangslinearisierung wie zuvor auf einen doppelten Integrator
abgebildet wird. Durch die zusétzliche Aufschaltung des Kompensationsmomentes mittels
M, ! "J;F zrd g steigt jedoch in der Beschleunigungsphase der Bedarf der durch die Antriebe
aufzubringenden Momente an, bzw. sinkt wihrend der Verzogerung. Ohne Kommunikation
mit der iiberlagerten Schicht im gesamten System werden diese Anderungen nicht an die Pla-
nung weitergegeben, so dass diese die verdnderten Verhaltnisse nicht berticksichtigt. Liegt
die Beriicksichtigung der Reibungseinfliisse im Planer, so stellt sich die Frage der Stabilitét
auch nicht mehr, da der Einfluss aufterhalb des Regelkreises liegt. Lediglich die Stabilitit
der Schitzung muss untersucht werden, diese ist jedoch, wie im Kapitel zuvor beschrieben,

von den Einfliissen des Reglers unabhéingig.

Beispiel 5 Die Motivation fiir ein solches Vorgehen kann aus einem linearen Beispiel ab-
geleitet werden. Dabei werden die zeitoptimalen Trajektorien eines Doppelintegrators mit
denen eines iiber die Position gegengekoppelten Doppelintegrators verglichen, siehe Abbil-

dung 5.2. Thre Zustandsdifferentialgleichungen lauten

Doppelintegrator Ungedampftes PT,

SRR BT e
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Die zeitoptimale Steuerung beider Systeme ergibt sich aus dem Optimierungsproblem mit

dem Giitefunktional

te
J:/ ldt = t.. (5.11)
0

Zur vollstdndigen Spezifikation des Optimierungsproblems ist die Festlegung eines Endzu-
standes wichtig, der hier, im Falle linearer Systeme, o. B.d. A. auf den Koordinatenursprung
x = o fiir beide Systeme gelegt ist. Die Eingangsgrofe ist symmetrisch um Null beschrankt
|u(t)| < Umay. Fiir den doppelten Integrator gilt der Satz von Feldbaum, siehe [55]. Fiir die
zeitoptimale Steuerung liegt daher die Anzahl der Umschaltungen durch die Systemordnung
fest: Es gibt genau einen Wechsel der Eingangsgréfte. Damit ldsst sich die Losung des Opti-
mierungsproblems vereinfachen. Zur Aufstellung des Gleichungssystems muss die allgemeine

Losung der Zustandsgleichung bestimmt werden

t t
x = ey, + / A udr x = ePlx, + / AP poudr
0 0

eAIt:I+[86]_|_[88]+...: (3] APt _ [ cos(t) sin(t)i| .

—sin(t) cos(t)

Fiir beide Fille wird ein Anfangswert der Form @y = [0, 0]" angesetzt. Mit Hilfe der obigen
Gleichungen und des Satzes von Feldbaum ldsst sich nun ein Gleichungssystem zur Losung

der Optimalaufgabe fiir den doppelten Integrator konstruieren

x b 1 toug — Tu te | —toug + TU
z(t)=0=|" +/ o dT—i-/ o
0 0 Ug ts —Ug

10 + tetg(te — 2t5) — (12 — ztg)] | t=21
t

uo(te — 2t5) s = \/T10/Uo .

Das ungeddmpfte PT5-System erfiillt die Voraussetzungen des Satzes von Feldbaum nicht,

dr

da die Pole nicht rein reell sind. Die Anzahl der Umschaltungen hiangt vom Anfangswert
und der Eingangsbeschrankung wu,,., ab. Dies zeigt auch die Darstellung des Systems im
Phasenraum, Abbildung 5.3.

Auch wenn sich bereits hier die Umschaltpunkte und deren Anzahl nicht mehr so einfach
bestimmen lassen, kann doch die Schaltkurve in der Phasenebene angegeben werden, so dass

sich die Trajektorien fiir konkrete Anfangswerte bestimmen lassen

sy, 20) (x1—(2n—1))2 42y =1,2; > 0,25 < 0,n € N\ {0}.
N(xy+2n— 1)) +a=1,21 < 0,29 > 0,n € N\ {0}
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Abbildung 5.3: Darstellung des Vektorfeldes des ungeddmpften Systems im Phasenraum,
jeweils mit maximalem Reglereingriff +u,,,, und zwei zeitoptimalen Tra-
jektorien mit zwei Umschaltpunkten (schwarz) und einem Umschaltpunkt
(dunkelgrau).

Zum Vergleich wird nun das ungeddmpfte System einmal mittels Kompensation und der zeit-
optimalen Trajektorie des doppelten Integrators, sowie einmal mit der angepassten zeitopti-
malen Trajektorie vorgesteuert. Die Eingangsbeschrinkung bei der Trajektoriengenerierung
ist in beiden Féllen auf u,,., = 1 festgelegt, als Anfangswerte dienen gy 0o = [1,9;0]T, [4;0]7,
wobei sich die Anzahl der bendtigten Umschaltungen in beiden Fillen unterscheidet. Die Er-
gebnisse beider Simulationen finden sich in Abbildung 5.4. Sofern die Stellgrofe auch im
System mit Riickfiihrung das Erreichen der Zielgrofe mit einer Umschaltung zuldsst, unter-
scheiden sich beide Steuerungen in der Zustandsgrofe x; kaum voneinander. Die Differenz
in der Position ist den unterschiedlichen Sollverldufen bei der Planung geschuldet, hingegen
ist der Unterschied in der Stellgréfie erheblich. Die Kompensation verzerrt den urspriinglich
schaltenden Verlauf deutlich. Diese zusétzlich bendtigte Stellgréfse muss vorgehalten werden
und steht bei der Planung nicht zur Verfiigung. Im Falle, dass die Anzahl der bendtigten
Umschaltungen grofier als 1 werden, unterscheiden sich beide Trajektorien komplett. Insbe-
sondere ergibt sich unter Einhaltung der StellgroRenbeschrinkung auch ein Uberschwingen
in der Zustandsgrofe x;. Bei der Planung von Trajektorien wére dies nicht zuléssig. Da im
hier vorliegenden Fall die Stérung jedoch durch Reibung verursacht wird, die stets dimpfend
wirkt, ist mit dem Problem des Uberschwingens nicht zu rechnen, sofern die StellgroRen im

ungestorten Fall ausreichen. o

Der vorhergehende Absatz hat verdeutlicht, dass die Einbeziehung der Reibung bei der
Planung der Trajektorie, anstelle der Kompensation im Regler Vorteile haben kann. Da die
Trajektorie im kartesischen Raum geplant wird, wird die Bewegungsgleichung ebenfalls in
diesen Koordinaten betrachtet. Die Form der Gleichung bleibt, es dndern sich nur die Ab-

hingigkeiten. Die Systemmatrizen des Roboters sind daher mit dem Index x gekennzeichnet,
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Abbildung 5.4: Verldufe der Eingangsgrofe v und der Zustandsgrofen x, 2o des ungedampf-

ten PTy-Systems bei Kompensation (schwarz) und angepasster Trajektorie
(grau). Die Verlaufe der ersten Zeile beschreiben den Fall ohne zusétzlichen

Umschaltpunkt im Falle der verinderten Systemdynamik, die zweite Zeile

erfordert eine weitere Umschaltung.
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um den Unterschied anzuzeigen

2
d
My— ") + Cy— "z, + g + G T o, = Gyry. (5.12)

dt? dt
Der Ansatz eines modellgestiitzten Regelverfahrens, wie der Ein-/Ausgangslinearisierung
oder der Vorsteuerung mittels Computed-Torque, [56], werden die entsprechenden Terme der

Differentialgleichung kompensiert

- d2 ZI' d ZI'
wTa= Gt (Mx@ dpg) — Cx& dpg) — gx> + 7. (5.13)
Unter der Annahme einer hinreichend guten Kompensation der Terme bleibt in diesem

Fall fiir die zweite Zustandsgrofe die Differentialgleichung

d? d T d? d
MX@ e, + Gy "Jq o, = MX@ e
2 2
& Ll e + M'G, o, = d—”d:z: (5.14)
dt2 1 b'd X q r dt2 S,l' .

Im Gegensatz zum ungestorten System ergibt sich also ein zusétzlicher nichtlinearer Term,
so dass das System kein reiner doppelter Integrator mehr ist. Die Nichtlinearitit ist aus-
schlieflich von den Zustandsgrofen “?z; anhingig, nicht von deren Ableitungen. Weiterhin

ist zu beachten, dass das System nach Gleichung (5.14) noch vektoriell ist.

Wie bei der Bahnplanung iiblich, wird die Raumkurve der abzufahrenden Bahn mittels
einer Variablen parametriert, im Allgemeinen bzgl. der Bogenldnge, um die Zeit aus den

Gleichungen zu eliminieren

Zrda:s,l = Zrda:s,l(l), mit [ ... Bogenlinge. (5.15)
Damit reduziert sich das Problem auf den eindimensionalen Fall. Auf der zu parametrieren-

den Bahn ist die Zuordnung [ — & dann eindeutig. Damit ergibt sich dann das System nach
Abbildung 5.5.

Die nichtlineare Funktion f fasst die notwendigen Abbildungen zusammen. Die Abhén-
gigkeit von der Geschwindigkeit dient ausschliefslich zur Bestimmung des Vorzeichens der
in den Gelenken induzierten Reibkrifte. Die Reduzierung auf den skalaren Fall der Bahn
beriicksichtigt ferner nur Krifte die entlang der Bahn wirken. Krifte die zu einer Verzerrung
der Bahn fiihren sind im eindimensionalen nicht abgebildet. Diese zusitzlichen Kréfte sind
dann auf Gelenkebene zu kompensieren. Mittels des Tangentialvektors £(I) der Kurve im
Punkt [, siche Abbildung 5.5, ergibt sich fiir die Abbildung der Reibmomente entlang der
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T2

_ZZ*LKJKJ .

F(L10)
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Abbildung 5.5: Rechts: Struktur des dynamischen Systems, fiir das die Trajektorie zu planen
ist. Der zusétzliche Integrator zu Beginn ergibt sich aus der Forderung ruck-
begrenzter Trajektorien. Die Riickkopplung ist nichtlinear und stiitzt sich
auf Position und Geschwindigkeit. Links: Zweidimensionale Trajektorie. Die
Parametrierung der Raumkurve erfolgt mittels der Bogenlénge [.

Bahn als Projektion

tt(1)
1Dl

Das Skalarprodukt bildet die als Kréfte in den kartesischen Raum transformierten Reibmo-

f= MG, (°J] diag (sgn ("J4q)) o) - (5.16)

mente auf die Bahn ab. Mit Hilfe der so definierten Dynamik lassen sich dann Trajektorien

fiir das durch Reibung beeinflusste System berechnen. In Zustandsdarstellung gilt

51 u
52 = |s1 + f(SQ, 83) = G(S) + bu S1 = l*, So = j, S3 = l. (517)
S"g So

Mit der Beschréinkung der Eingangsgrofe auf den Wertebereich |u| < . kann nun fiir
das System eine optimale Trajektorie geméf der gewiinschten Vorgaben gesucht werden.
Dabei ist zu beachten, dass der Eingang linear in das System einkoppelt. Fiir zeitoptimale
Trajektorien ergibt sich mit dem Funktional aus Gleichung (5.11) und den Randwerten

s(t =0) = sy, s(t = t.) = o die Hamiltonfunktion
H =1+ X"(a(s) + bu), H = H + p(|u] — tmax) (5.18)

wobei als Ungleichungsnebenbedingung die Beschréinkung der Stellgrofe einflieft |u| < wmax =

|u| — Umax < 0. Die Auswertung der Minimierungsbedingung, [55],

H(s,A\,u) =minH(s,\,U) YU € D, (5.19)
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liefert Informationen iiber den Verlauf der Stellgrofe. Die Ableitung der Hamiltonfunktion

nach der Eingangsgrofe liefert

OH

Durch die lineare Einkopplung der Eingangsgrofie existiert kein Extremwert auf dem Inter-
vall, einzig im singuldren Fall ATb = 0 ist die Ableitung Null. Daher sind nur die Randwerte
des Intervalls zu betrachten +u,,,. Das Minimum der Funktion H ist daher fiir die folgenden

Bedingungen erreicht

—Umax AT >0
H — min: u(t) = . (5.21)
Umax ~ AH <0

Trotz der Nichtlinearitit ist auch hier die zeitoptimale Regelung eine Schaltende (bang-
bang Strategie). Zur vollstindigen Spezifikation der Aufgabe fehlen die aus der erweiterten

Hamiltonfunktion abfallenden kanonischen Differentialgleichungen

. . . T
§ = Hy = a(s) + bu A== ot rs 2| (5.22)

so wie die Transversalitdtsbedingung, die sich aus der freien Endzeit ergibt
H (8¢, Ae,tte) = 0= 0=14+A"(t,) - (a(s(t.)) + bu(t.))). (5.23)

Auf Grund der Zeitinvarianz der Hamiltonfunktion, kann aus Gleichung (5.23) gefolgert
werden, dass die Hamiltonfunktion im gesamten betrachteten Intervall Null ist. Die Findung
zeitoptimaler Trajektorien fiir das gestorte System ist durch die Gleichungen (5.19), (5.22)
und (5.23) mittels der Variationsrechnung beschrieben. Die Ableitungen der nichtlinearen
Funktion nach Gleichung (5.16) lassen sich noch weiter bestimmen. Die Raumkurve und
ihre zeitliche Ableitung sind gegeben durch

Ok ;

x =k(l) = k(s3) T = Wl = K'(s3) - so. (5.24)

Fiir die Ableitung der nichtlinearen Funktion f nach der Zustandsgrofe s, folgt daher

Of _ 0 (#%(s3) (nr1py opr oy T Gk
u_2 (||t(53)||2 (M7'G, I diag (o) sgn (“T,GTH (s5) - 53))
_ ) g ey diag (o) s (sen (oG K (s3) - 52)) = o.
[t(sa)ll, © 7 71 r'aSZ - I

20 (<GJQGI>Ze1’Ie i k/<53) ) 82> <GJqGT

X >Ze1'le i

K'(s3)
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Der obige Ausdruck ist durch die Multiplikation mit der Deltafunktion stets Null, aufer an
den Stellen, an denen das Argument der Deltafunktion selbst Null ist. Die tritt genau dann

ein, wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. Der Parameter sy ist Null, also ist die Bahngeschwindigkeit Null. Dies bewirkt, dass
der Ausdruck in allen Zeilen zu Null wird. In diesem Fall ist die Reibung undefiniert
und héchstens ein Wertebereich angebbar, siehe Abschnitt 3.2. Bei Fahrten ohne Uber-

schwingen, treten diese Phasen allerdings nicht auf.

2. Das Skalarprodukt <"JqGE>Zeﬂeik¢’(33) fiir eine oder mehrere Zeilen ist Null. Dies
entspricht einem Nulldurchgang der Geschwindigkeiten in den reibbehafteten Gelenken.
Dieser Fall tritt beim reguldren Abfahren von Bahnen auf, da die Verkopplung zwischen
kartesischen und generalisierten Koordinaten stark nichtlinear ist und nicht monoton
ist. In diesem Fall findet allerdings auch die Multiplikation der Deltafunktion mit Null

statt, so dass der gesamte Ausdruck ebenfalls Null ist.

Demnach ist die Ableitung der Funktion s; stets Null. Die Ableitung der Funktion nach
der Zustandsgrofe sz erfordert das wiederholte Anwenden der Produktregel fiir skalare Gro-
fsen. Die Jakobimatrizen und die Massenmatrix sind mit der die Raumkurve beschreibenden

Funktion verkettet dargestellt, um die Parametrierung mittels der Bogenlédnge s3 zu erreichen

D (L (M o) (50) (G k) (50 (0] o) 50 i )

Oy Oss \[[t(s3)ll, )
sen (7T, 0 ) (53) - (G o )" (s0) - H(s3) - 52) ) )
Die Ableitungen der verketteten Terme ergibt sich nach Korollar 4 zu

d(Xok) 0X (
883 B okT

Ko, ). (5.25)

Die Ableitung der Signumfunktion resultiert erneut in der Deltafunktion mit gleichem Argu-
ment, wie im Falle der Ableitung nach s,. Dadurch, dass in diesem Fall nicht mit der Trans-
formationsmatrix, sondern mit der entsprechenden Ableitung multipliziert wird, kommt es
bei Richtungswechseln der Geschwindigkeiten in den reibbehafteten Gelenken nicht zur Aus-

16schung der Deltafunktion. Dies ist bei der Losung der kanonischen Differentialgleichungen
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nach Gleichung (5.22) zu beachten

a%, (s (g 0 k) (59) - (G0 k)T (53) - K(s5) - 52 ) ) =

20(e) ( IR (@0 k)T (55) - K (35)+ (5.26)

o} T S
(T 0 k) (s3) - ZEGILD K (55)+

(Tok) (59 (Gxo k)T (s5)- 21e2 ) s,

Trotz der Tatsache, dass die Trajektoriengenerierung im Zeitoptimalen auf eine schaltende
Eingangsfunktion zuriickgefiihrt werden kann, ist keine allgemeine analytische Lésung des
Differentialgleichungssystem angebbar. Die Losung der Gleichungen muss daher numerisch
geschehen und kann somit nicht im Regeltakt erfolgen. Beim Ansatz numerischer Methoden

im Allgemeinen bieten auch direkte Losungen des Optimierungsproblems einen Ansatz.

5.3 Vergleich zwischen Kompensation und

Trajektorienanpassung

Die in den Abschnitten 5.1 und 5.2 vorgestellten Verfahren stellen zwei Moglichkeiten zum
Riickfluss der durch den Beobachter gewonnenen Informationen in den Regelkreis dar. Die
Nutzung der Informationen bei der Trajektoriengenerierung bietet die bessere Ausnutzung
der moglichen Stellgrofen, da weniger Reserve bei der Begrenzung der Stellgréfte beriick-
sichtigt werden muss. Dem gegeniiber steht, dass die Abbildung in den kartesischen Raum
ohnehin unvollstiandig ist. Die vom Regler zusétzlich zur Linearisierung aufzubringenden
Stellgrofen sind bei der Planung unberiicksichtigt. Weiterhin beriicksichtigt der Ansatz nur
Reibkrifte entlang der Trajektorie, Querkrifte sind ebenfalls nicht beriicksichtigt. Ein wei-
terer Punkt, der sich durch die numerische Auswertung des Optimierungsproblems ergibt,
ist, dass Anpassungen zur Laufzeit bei sich dndernder Reibung nicht beriicksichtigt wer-
den konnen. Dies ist allerdings beim Einsatz der adaptronischen Gelenke auch wihrend der
Durchfahrt einer Trajektorie gewiinscht.

Bei der Verwendung der Kompensation treten die zuletzt genannten Probleme so nicht
auf. Die iiber die Jakobimatrizen eingekoppelte Reibkraft kann im Betrieb geéndert wer-
den, um Anderungen im geschiitzten Parameter nachzufahren. Das Verfahren scheint daher
fiir sich &ndernde Konfigurationen eher geeignet zu sein. Die Planung der Trajektorien dn-
dert sich dann nicht, bereits existierende Algorithmen konnen weiter verwendet werden. Die
Vorsteuerung linearisiert die Strecke fiir die Regler zusitzlich mit, so dass auch hier der

Entwurfsprozess nicht gedndert werden muss.
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Tu q,q

Achsregler —T— Roboter |4~

Trajektorie|—

[ Transformation |
%

— | Beobachter |

Abbildung 5.6: Regelkreis mit Beobachter im Regelkreis zur Ansteuerung der adaptronischen
Gelenke

5.4 Regelung der adaptronischen Gelenke

Die in den bisherigen Abschnitten dieses Kapitels vorgestellten Nutzungsmoglichkeiten der
durch die Beobachter gewonnenen Informationen iiber die Reibkrifte bzw. -momente in
den passiven Gelenken bezogen sich auf die Aufrechterhaltung der Regelqualitit der Starr-
korperregelung. Der Eingriff der zusitzlichen Reibung in den Regelkreis fiihrt zu groferen
Abweichungen zwischen Modell und realem System, so dass die Vorsteuerung des Systems
durch grofere Eingriffe von den Achsreglern iiberlagert wird. Ein génzlich anderer Aspekt
ist die Nutzung der Reibinformationen zur Ansteuerung der adaptronischen Gelenke. Zwar
stellen die integrierten Aktoren die Normalkraft im Lager, jedoch ist die gewiinschte Zielgro-
fse das Gelenkspiel bzw. die verdnderte Reibung im Gelenk. Ist der gewiinschte Zustand der
Gelenke zwischen den Randwerten, Sperrung des Gelenks und geringstmogliche Anpressung,
angesiedelt, lassen sich die Informationen aus dem Beobachter als Istwerte fiir eine Rege-
lung nutzen. Zusammen mit der Starrkorperregelung des Roboters ergibt sich damit der in
Abbildung 5.6 dargestellte Regelkreis. Die Einkopplung der Momente ist hier als direkte
Beeinflussung der Stellmomente dargestellt, da die adaptronischen Gelenke im Allgemeinen
nicht die angetriebenen Gelenke des Roboters sind, ist eine Transformation vorzusehen, die
hier dem nichtlinearen Block ,Gelenke zugerechnet ist. Damit schliefit sich ein zusatzlicher
Regelkreis iiber den Beobachter und die adaptronischen Gelenke samt Regler. Da im Nicht-
linearen das Separationstheorem fiir den Betrieb eines Reglers iiber einen Beobachter nicht

mehr gilt, ist in die Stabilitdt gesondert zu untersuchen.
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z, = Az, + B,u, Ty = Asxs + Boug
- y, = Cx, + D,u, ys = Csxs + Dug

Abbildung 5.7: Regelkreis der Gelenke bestehend aus den linearen Systemen der Regler (In-
dex r), der Gelenke (Index s) und der Messung (Index m).

5.4.1 Stabilitdt bei Beobachtung im Regelkreis

Die Stabilitatsuntersuchung erfolgt fiir beide Regelkreise getrennt, zum einen die Stabilitit
des Regelkreises zum Stellen der adaptronischen Gelenke und zum anderen die Starrkorperre-
gelung. Beide Systeme sind durch den Einfluss der Gelenke auf die dynamischen Gleichungen
des Roboters miteinander verkoppelt.

Eine unmittelbare Riickwirkung der Starrkérperregelung auf den Regelkreis der Gelenke
existiert jedoch nicht. Falls die Reibungskrifte im Gelenk direkt gemessen werden, ist der
Regelkreis von der Starrkorperregelung unbeeinflusst. Die Kopplung entsteht demnach nur
durch den Einsatz des Beobachters zur Bestimmung der im System auftretenden Storgrofse.
Da der Beobachter eine lineare Fehlerdynamik besitzt, und diese nicht durch die Stellgrofse
der Starrkorperregelung verindert wird, lésst sich sein Einfluss auf den Gelenkregelkreis

durch ein lineares System, entkoppelt von der Starrkérperregelung, beschreiben

wdg, _omdy, mdg o omdg oady  mdg (5.27)
wobei alle Grofen eine lineare Dynamik besitzen. Dabei wurden fiir die Modellierung der
Strecke im Gelenk lineare Modelle vorausgesetzt. In diesem Fall bringt der Beobachter also
eine zusitzliche Dynamik in den Regelkreis ein, die aber von den Zustdnden der Starrkorper-
regelung nicht beeinflusst wird, mit Ausnahme derjenigen Zustéinde in denen eine Schitzung
nicht moglich ist. Dies ist neben singuliren Posen des Roboters insbesondere bei Gelenk-
geschwindigkeiten von Null der Fall. Mit einer linearen Regelstrecke der Adaptronik, wie
sie zum Beispiel auch in [57] angesetzt ist, und einem linearen Regleransatz ergibt sich fiir
den gesamten Regelkreis das Ersatzsystem nach Abbildung 5.7. Da die Regelung der Ge-
lenke untereinander entkoppelt ist, also keine Riickwirkungen bestehen, ist eine separate
Untersuchung moglich.

Die Stabilisierbarkeit der um eine Messdynamik erweiterten Strecke wird im Zustandsraum
untersucht. Dazu wird die Steuerbarkeit und die Beobachtbarkeit der Systeme im Verbund
analysiert. Ist das verkettete System steuer- und beobachtbar, so ldsst sich dafiir ein Regler

konstruieren der das System stabilisiert. Grundvoraussetzung dafiir ist, dass beide Systeme
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fiir sich jeweils steuer- und beobachtbar sind. Als Kriterium zur Priifung der Eigenschaften
werden die von Kalman definierten Rangbedingungen der Steuer- bzw. Beobachtbarkeitsma-

trix verwandt, siehe z. B. [11]

T
Q.- |B BA ... BA™| Q,=|CT (CA)T ... (CA™ )T
Rang(Qs) =n Rang(Qp) = n. (5.28)
Aus den Teilforderungen gilt also fiir die beiden Systeme
Rang ([BS o BSAQAD =n, Rang <[Bm o BmAﬁjl]) = Ny,
Cs Cm (5.29)
Rang : = N, Rang : = Ny
C,A"! C,A"!

Die Verkettung beider Systeme geméfs Abbildung 5.7 bildet sich in der Zustandsraumdar-
stellung durch die folgenden Matrizen ab

A, = [B‘:SCS j] B, = [BfLJ c, = [DmCS Cm} .

Die Uberpriifung der Steuerbarkeit und Beobachtbarkeit des Systems mittels des Kalmankri-
teriums Gleichung (5.28) liefert fiir die Steuerbarkeitsbedingung die folgende Matrix, deren

Rang zu iiberpriifen ist

B, BA, ... B,A™~' 1+ A, B, D,
= gl | : 5.30
“ o B.C.B, ... A“'B,D,+ Y A“""'B,C,A"'B, (5.30)
=1

wobei n, = ng + n,, die Ordnung des gesamten Systems ist. Die ersten n, Spalten liefern
durch die Voraussetzung der Steuerbarkeit, Gleichung (5.29), der Einzelsysteme ng linear
unabhéngige Vektoren. Fiir die iibrigen n,, Spalten muss nun die lineare Unabhingigkeit
der Vektoren durch die unteren Teilvektoren sichergestellt werden. Ohne Beschréinkung der
Allgemeinheit liege das System s in Beobachternormalform vor, dann ist die Ausgangsmatrix
festgelegt. Im Falle der hier vorliegenden SISO-Systeme entspricht sie der Matrix Cy =
0,...,0,1], d.h. die letzte Zeile des Produktes AS™! B, wird ausgewiihlt, in diesem Fall ist
dies eine 1 x 1-Matrix. Damit schreibt sich die Summe der letzten Zeile als Linearkombination
der Vektoren A"=~"'B, . die fiir i > n, genau denen der Steuerbarkeitsmatrix des mit

Index m bezeichneten Systems entsprechen. Mit fortschreitendem Index steigt die Zahl der
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verwendeten Vektoren. Kommt es nicht zu einer Multiplikation mit Null, so ist dieses System
auch linear unabhéngig und die Matrix hat Héchstrang. Die Beobachtbarkeit des Systems
ergibt sich analog. Die Matrix fiir die Rangbedingung lautet

[ D, C, c, |
A.D,C,+C,,B,C, C.A,,
Q- - - (5.31)
ng—1 . .
A=1D Cs+ S CpA™— 1B, C; A~ Cp Al
L i=1 J

Die ersten n,, Zeilen sind durch die Voraussetzung nach Gleichung (5.29) linear unabhéngig.
Das Messsystem liege 0. B. d. A. in Regelungsnormalform vor. Dann ist BT = [0,...,0, 1] und
es folgt der gleiche Schluss wie bei der Steuerbarkeit. Erfiillt die Verkettung beider Systeme
die Voraussetzungen, so existiert ein stabilisierender Regler, der jedoch vom urspriinglichen
System verschieden sein kann. Problematisch sind solche Fille, bei denen sich instabile Dy-
namiken verdecken. Ist der Beobachter minimalphasig, kann dies jedoch nicht passieren.
Da das System steuer- und beobachtbar ist, existiert insbesondere auch ein stabilisierender

Zustandsregler.

Kombiniertes System aus Strecke und Gelenken

Die Analyse des vorigen Abschnitts zeigt, dass i. Allg. ein stabilisierender Regler fiir das
Gelenksystem gefunden werden kann. Der néchste Schritt untersucht die Auswirkung auf das
Gesamtsystem. Damit erweitert sich die Differentialgleichung um die Zustéinde der Gelenke.

Das neue System ergibt sich demnach zu

zrd zrd

L1 )
Mgy | = |-M;'n+ M 'tq+ M;'°J,Co | (5.32)
o A,o + Bsu,

Dabei ergibt sich die Stellgrofe fiir die Gelenke aus den durch den Beobachter geschitzten
Reibwerten multipliziert mit der entsprechenden Riickfiihrmatrix. Die vorliegende System-
ordnung ist, je nach Modellierung der Gelenke, grofer oder gleich der in Abschnitt 4.5 zum
Beobachterentwurf angenommenen. Durch die Beschreibung als lineares System ist die Trans-
formationsvorschrift jedoch immer noch angebbar. Die Einkopplung der Zustandsgrofen der
adaptronischen Gelenke in die Starrkorperregelung bleibt unverindert. Das Gesamtsystem
umfasst weiterhin die Zustinde des Beobachters und die Zusténde des Reglers zur Regelung

des Starrkorpersystems.
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Abbildung 5.8: Angenommene Struktur der Regelung zur Stabilisierung des Starrkérpersys-
tems mittels Ausgangsriickfiihrung

Stabilisierung mit PD-Regler Zunichst wird die Stabilisierung des Gesamtsystems mit
Hilfe eines PD-Reglers bzw. einer Ausgangsriickfiihrung untersucht. Die Analyse dieses Reg-
leransatzes bei mechanischen Systemen und insbesondere bei Robotern ist umfassend in
der Literatur beschrieben, siehe z.B. [58]. Die Stabilitit des Systems ldsst sich mittels der
direkten Methode von Lyapunov [59] iiberpriifen. Dabei wird fiir das mechanische System
direkt die Energiefunktion als Kandidat fiir die Lyapunovfunktion gew#hlt, analog zu der
Theorie dissipativer Systeme, die diese Speicherfunktionen als mégliche Lyapunovfunktionen

propagiert ([60]). Damit ergibt sich als Kandidat fiir das mechanische Teilsystem

) 1. .
Viob = Ekin(q, q) + Epot(q) = aqT : Mq(‘]) g+ Epot(Q)~ (5-33)

Die Funktion ist, bei geeigneter Wahl des Bezugspunktes der potentiellen Energie und auf
Grund der positiven Definitheit der Massenmatrix, stets positiv. Die im mechanischen Sys-
tem enthaltene Energie ist dabei natiirlich unabhéngig von der Reibung. Bei der vorliegenden
Stabilisierung des Systems operieren die Regler auf Achsebene und kénnen daher individuell
behandelt werden. Zwar bringt die Ausgangsriickfiihrung nach Abbildung 5.8 selbst keine
weiteren Zustinde in das System ein, dennoch wird die Lyapunovfunktion des Systems er-

ganzt

V::ntrl = Epot(q) - Epot(qs) + qu(qs) : (q - qs) + (q - qs)T : Ps : (q - qs)v (534)

wobei der Index s die Zielkoordinaten des Systems darstellt. Die noch nicht ndher bestimmte
Matrix P, ist symmetrisch und positiv definit. Der Beweis, dass die Funktion V., grofer
als Null ist und somit die Bedingung fiir eine Lyapunovfunktion erfiillt, kann durch die

Anwendung des Mittelwertsatzes der Differentialrechnung erfolgen [61, 62|. Zusammen mit
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der Abkiirzung Aq = q — g, folgt

Ventr=Epot (@) — Epot(qs) + g4 (@s) - Aq + Aq" P,Aq
mit  f(a+b) = f(a)+ flla+v(b—a)) - (b—a), ve][0;]]
=Epoi(qs) + 94 (@5 + vAQ)Aq — Epoi(as) + 94 (9:)Aq + Aq' P.Aq
=9, (q, —vAq)Aq +g,(q,)Aq + Aq" P, Aq
= AqTng(qz)yAq + Aq"P,Aq = Aq™ (P, + Vg.(q.)v) Aq.

Die Funktion ist genau dann stets positiv, wenn die Matrix P, + Vgq(q.)v der letzten
quadratischen Form positiv definit ist. Daraus folgt eine Bedingung an die Matrix P; die
als Parameter zur Verfiigung steht. Die Sicherstellung der Definitheit durch den Parameter
P, setzt voraus, dass die Verstirkung der von den generalisierten Koordinaten abhingigen
Matrix g,(qg) beschrinkt ist. Ihr grofiter Singuldrwert ist also durch eine konstante obere
Schranke abschétzbar: || Vg,(q)

pulatoren, fiir parallele jedoch nicht. Bei Anndherung an Singularitdten des Typs 2 sind die

< “Ymax, siehe [61]. Diese Aussage gilt fiir serielle Mani-

o

durch die Gravitation erzeugten Krifte unbeschrankt.

Beispiel 6 Fiir die parallele Kinematik nach Abbildung 5.9a gilt fiir die potentielle Energie

und ihre Ableitungen in generalisierten Koordinaten

Epot(7) = mgsin (arccos(z/(41))) = mgy/1 — (z/(4l))?
Gz = Ell)ot =z <452\/m>1 Vg, = E})'ot _y ((16l2 — )16 = (:E/l)2)1 |

Der Grenzwert beider Funktionen ist bei Anndherung an die Singularitit nicht beschréankt,
siehe auch Abbildung 5.9b

Jiu g = o0 S Vo = o0 D
Die singuldren Stellungen treten jedoch im normalen Betrieb nicht auf, da der Roboter
dann nicht mehr vollstindig steuerbar ist. Die Beschrinkung der Mannigfaltigkeit auf einen
Bereich mit hinreichendem Abstand zu den Singularititen erlaubt dann wieder eine Ab-
schitzung der obigen Funktionen mittels des gréftten Singuldrwerts der Matrix. Es existiert
demnach stets eine Matrix Py, so dass die Lyapunovfunktion in Abbildung 5.8 immer positiv
ist.
Beim Beobachter wird die lineare Fehlerdynamik ausgenutzt. Fiir den Beobachterfehler

w = ¢ — & gilt die lineare Differentialgleichung nach Definition 6. Da die Matrix A
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(a) Mechanischer Aufbau des Systems (b) Werteverlauf der ersten und zweiten
mit Antrieb im Loslager entlang der Ableitung der potentiellen Energie bei
x-Achse Anndherung an die Singularitat bei 4(.

Abbildung 5.9: Parallelstruktur in Beispiel 6

durch den Entwurf nur Eigenwerte mit negativen Realteil besitzt, hat die Gleichung
PA+ATP,=-Q, (5.35)

mit positiv semidefiniter Matrix @, eine eindeutige Losung fiir die Matrix P, siehe [59].
Die Losung ist positiv definit. Das Gleiche gilt fiir das stabilisierte System der Gelenke. Da
auch hier keine Beeinflussung durch die Starrkérperregelung vorliegt und das System mit

Regelung stabil ist, existiert auch hier eine quadratische Form mit den obigen Eigenschaften
P,A,+ A P, = —Q,. (5.36)

Mit diesen Uberlegungen zu den beteiligten Teilsystemen kann nun die Lyapunovfunktion
fiir das gesamte System aufgestellt werden. Dabei wird der Term der potentiellen Energie
aus Gleichung (5.33) gestrichen, da er in der Funktion V., beriicksichtigt wird. Durch die
Teilfunktionen sind sdmtliche Zustdnde des Systems in der Funktion enthalten, so dass die

Summenfunktion ein Kandidat fiir eine Lyapunovfunktion ist

1

V = éqTMq(q)q + Epot(q) - Epot(qs) + g;{F(qs)Aq e

1 1
+ Aq"P,Aq + inwa + 50'TP90'. (5.37)
Zur Uberpriifung der Stabilitit muss die Funktion V nach der Zeit abgeleitet und ihre

Eigenschaft iiberpriift werden

1

V = Sq"M(a)q + d"M,(q)d + g% (@)d + 07 (g.)d + 240" Pug

—w'Quw —o'Q,o, (5.38)
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wobei hier die Eigenschaft, dass simtliche Matrizen der quadratischen Formen symmetrisch
sind, zur Vereinfachung herangezogen wurde. Die abgeleiteten Zustandsgrofsen lassen sich
durch die rechte Seite der Systemdifferentialgleichungen ersetzen, um die Abhéngigkeit der
Ableitung der Lyapunovfunktion ausschlieflich von den Zustinden des Gesamtsystems zu

erreichen. Fiir das durch Regler und Vorsteuerung generierte Antriebsmoment gilt
Ta = 9q(qs) — (K + K)Ag — K.q, (5.39)

wobei durch die erwihnte Unabhingigkeit der Regler die Verstirkungsmatrizen nur auf der
Hauptdiagonalen besetzt sind K; = diag(k;). Fiir die Ableitung der Lyapunovfunktion gilt

mit dieser Gleichung

. 1 .+ . . . p
V=-¢"Myq)q+q" (94(a:) — (K, + K\)Aq — K,G— Cyq—gq+°J] o)

2
+9.(q)q+ g, (q.)d +2A¢" Pug — w'Quw — 67 Q0. (5.40)

In der obigen Gleichung kann die Eigenschaft mechanischer Systeme ausgenutzt werden, das
gilt gT (Mq -2 Cq> g = 0, siehe [63]. Weiterhin kompensieren sich die Terme, die den
Vektor der Gravitationskréfte enthalten, so dass folgende Gleichung iibrig bleibt

V= —q" (K, + K,)Aq—¢"'K,g+q" ”J,;FU +2Aq"P.g —w ' Quw — 0" Q0o
= (¢ Kg-w'Quw—-0'Qo+q (-K,— K, +2P,)Aq+q'°J,o.  (541)

Fiir die Reibung gilt o = — diag(k) sgn(°J,q) und damit

V=-w'Qw-0c"Q0—-q"K,qg+q" (—K, - K,+2P,) Aq
—q" °J, diag(k) sgn(°J,q). (5.42)

Die positiv definite aber ansonsten frei wahlbare Matrix P, ist so zu wihlen, dass der Kreuz-
term in der obigen Gleichung herausfillt P, = (K, + K)/2. Die ersten beiden Summanden
der obigen Gleichung sind nach (5.35) und (5.36) stets negativ, der Dritte ist bei positiven
Verstirkungen der Regler ebenfalls negativ. Da die Reibung ihrem Wesen nach stets dis-
sipativ ist, sind die Elemente des Vektors k sidmtlich grofer Null. Ein einzelner Term der
quadratischen Form ist mit —(°J,q);k;(sgn(°J,q)); stets kleiner oder gleich Null. Somit ist
die Funktion V negativ semidefinit und die Stabilitiit des Systems sichergestellt. Da die Po-
sition nicht in der Ableitung auftaucht, kann nicht auf einen verschwindenden Regelfehler

geschlossen werden.
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_L_ 3
- PTD - PI Roboter

Abbildung 5.10: Angenommene Struktur der Regelung zur Stabilisierung des Starrkorper-
systems mit Integralanteil

Stabilisierung durch Regler mit I-Anteil Um Mingel im Modell zu beseitigen und sta-
tiondre Genauigkeit zu erzielen, enthilt das lineare Regelgesetz meist integrierende Anteile.
Bei den vorliegenden Systemen kommt eine Reglerkaskade aus PT;D- und PI-Regler zum
Einsatz, wie in Abbildung 5.10 (siehe [29]). Analog zum PD-Regler ist auch hier die Kom-
pensation der Gravitation vorgesehen und die linearen Regler arbeiten separat auf den ihnen

zugeordneten Achsen.

Betrachtet man den linearen Anteil der Regler, so lassen sich diese im Frequenzbereich
analysieren. Da Geschwindigkeit und Positionssignale als Eingénge dienen, handelt es sich
um ein Mehrgrofensystem. Das Ausgangssignal der Kaskade setzt sich im Frequenzbereich

demnach wie folgt zusammen

Tis+1 T,s+1

U(s) = Gpi- B1(8) + Gpug - Gpi - Ea(s), mit Gpi = V; Tos y Gpdr = %m

(5.43)
Bei den zu Grunde gelegten Entwurfsregeln der Reglerkaskade kompensieren sich die Pol-
stelle des PT{D-Reglers und die Nullstelle des PI-Reglers im Frequenzbereich T, = T;, siche
[64]. Weiterhin gilt bei Regelung auf einen Endwert! zwischen den Fehlergrofen der Zusam-

menhang s - Fy(s) = Fy(s). Damit ergibt sich fiir das Ubertragungsverhalten

Iis+1 T.s+1 _Tis+1
—V .5 E Vi . E
Uls) = Vi Ts = 2(8)+%Tis—|—1 s 2(5)
Vi+ VT, ViV,
- : - Eo(s). .44
(%er T + Tﬁ) 2(5) (5.44)

Die Ubertragungsfunktion aus Gleichung (5.44) entspricht derjenigen eines idealen PID-
Reglers. Dies erlaubt die entsprechenden Stabilitdtsbeweise fiir Roboter mit dieser Reglerart
auf das vorliegende Problem anzupassen. Die Stabilitdtsuntersuchungen setzen dabei i. Allg.
die Messung von Position und Geschwindigkeit voraus, so dass kein echter differenzierender

Term vorliegt. Fiir die weiteren Rechnungen werden Ersatzkonstanten eingefiihrt, um die

!Dieser Zusammenhang gilt stets fiir die aus der Maschine riickgefiihrten Istwerte, da hier Geschwindigkeit
und Position im physikalischen Zusammenhang stehen. Fiir die Sollwerte hingegen gilt der Zusammenhang
nur bei entsprechender Vorsteuerung der Geschwindigkeitswerte. Ist der Positionswert unverénderlich, ist
diese Vorsteuerung Null.
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Verstiarkungen abzukiirzen

Vit ViV,T,

K,=V, K, T 7

Die Abbildung der Kaskade auf einen PID-Regler schliefst nichtlineare Elemente der Kaskade,
wie z. B. Begrenzungen in der Geschwindigkeit, aus. Mit Hilfe der obigen Definitionen ergibt

sich das durch die Motoren erzeugte Moment bei Festpunktregelung im Zeitbereich zu
t
ro = —Kald — da) — Ky(q — 1) — K, / (g — qu)dt (5.45)
0

Zum Nachweis der Stabilitdt kann der Ansatz aus [65] herangezogen werden. Dieser ba-
siert auf der Aufteilung der beschreibenden Differentialgleichung in einen linearen Anteil und
einem nichtlinearen Rest. Die Zustandsgréfen sind zur besseren Beschreibbarkeit der Ma-
trizen umgruppiert, so dass die iiber Integration verbundenen Grofen beieinander stehen.
Die Zustandsgrofsen sind als Differenzen zum Sollwert ausgewédhlt. Die Hinzunahme eines

integralen Anteils im Regler bedingt die Erweiterung des Zustandsraumes

2! = [fOtAqidt Ag; Aq’i] = 2T= [le oozl . (5.46)

Ndof

Die Zustandsdifferentialgleichung wird umgeschrieben zu
2= Niz+ BAB"N;z + Bo, (5.47)

wobei IN; und B konstante Matrizen sind. Dadurch ergibt sich in der obigen Differenti-
algleichung ein linearer Anteil mit einem nichtlinearen Rest. Fiir die Definition sdmtlicher
Matrizen in Gleichung (5.47) wird zunéchst eine konstante Diagonalmatrix D,,, eingefiihrt,

die in Verbindung mit der Massenmatrix des Systems folgende Eigenschaft aufweist
|M,; (M, —D,,)|| =a<l

Fiir symmetrische, positive definite Matrizen existiert stets eine Matrix, die obiges leistet.

BEWEIS Zunéchst wird das Produkt innerhalb der Norm ausmultipliziert
|M; (M, - D,)|| = I - M, 'D,|_ (5.48)

Die unendlich Norm einer Matrix erlaubt die Abschitzung der maximalen Betragsinderung

bei Multiplikation mit einem Vektor |[Mwl|, < [[M]|_||v|l,- Damit ist die Formulierung
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dquivalent zu
|(I - M, 'D,,) ’UH2 < v, Vv € R",
wobei die Ungleichung fiir alle Vektoren erfiillt sein muss. Dann gilt

|( = M;'Dy) vy = (Tv ~ My ' Do) (Iv — M, Dyo)
—ovlv— vTMq_le'v — 'vTDqu_lfv + vTDqu_qu_lefv <vw
<o (D,M;'M;'D,, — (D,,M_;' + M;'D,,)) v <0
o' (eD;, M, 'M,'eD;, — (eD;,M,"' + M_'cD;,)) v <0
& o' (DM, 'M_'D;, — (D, M; '+ M_'D;)) v <0.

Da quadratische Formen nach unten in der Art v"mIv < vT Pv beschrinkt sind, lisst sich

immer ein ¢ finden, so dass die obige Ungleichung erfiillt ist.

Bemerkung 3 Auch wenn die letzte Ungleichung im Beweis suggeriert, dass ein kleines &

die Gleichung immer erfiillt, so stellt dies nicht das Optimum da. Die Diagonalmatrix, die

das kleinst mogliche a erzeugt, muss durch Optimierung gefunden werden werden.

Fiir die iibrigen eingefiihrten Matrizen gelten die folgenden Definitionen

N .....
R 0 1 01 ruj=Kij/dmj;
N; = o 0 SN = 0 0 1 » P2, = p,j/dm\j,j
L P —P2i =Pl pyi= Kaj/dmj;

By i—1 Mdof—i
B=| : |,Bi=| o |0| o |, A=M,'(M,-D,)
B 1

Ndof

o= M, (Cod+ 94— golad) + ) mit |lpll, = g+ aulzl], + |z

]

Die Abschitzung der Norm von ¢ ist mdglich, da alle Summanden entweder beschrénkt sind,

oder zumindest sich durch das Produkt aus einer Konstanten und der 2-Norm des Zustands-

vektors beschreiben lassen. Fiir die Massenmatrix und den Vektor der Gravitationskrafte

sind bereits obere Schranken der Normen genannt. Fiir die Coriolismatrix findet sich dhn-

liches in der Literatur [66] |Cygll, < kc||g||3. Weiterhin werden spezifische Schranken fiir

die Sollwerte eingefiihrt. Bei Beschriankung auf konstante Zielvorgaben fallen diese jedoch
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heraus. Die Abschitzung der nichtlinearen Funktion lisst sich weiter verfeinern

1M Cadl|, < aclldll; = acl Adll; < ac=];

HMq_l (9q — gq(Qd))HQ < aylq— gq(‘]d)Hz + gy = oy||Aql|, + age < ag”z”Q + Qg
[ Mg ], = oy

= Qg = Qg T Of Q1 =0 Qg = Q

Bei der Abschitzung der Reibkréfte ist zu beachten, dass nicht nur die maximale Kraft
abzuschétzen ist, sondern auch die maximale Transformation auf die Motoren. Treten die
Krifte in den passiven Gelenken auf, so muss die Ubersetzung der Kriifte auf die Antriebs-
koordinaten mittels der Jakobimatrix beriicksichtigt werden. Hier gilt bei der Beschrinkung
ahnliches wie bei den Gravitationskréften: Ein hinreichender Abstand zu Singularitdten muss
gewdhrleistet sein, sonst sind die transformierten Kréifte unbeschriankt.

Fiir die Beschrinkung der durch die Gravitation verursachten Krifte gelten die beim Ein-
satz des PD-Reglers gemachten Bemerkungen. In der Ndhe von Singularititen des Typs 2
ist eine Beschrankung der Krifte nach oben nur bei Einhaltung eines Abstands moglich.
Die Forderung, dass die Regler in allen Achsen gleiches Verhalten besitzen ist bei Paral-
lelrobotern ohne weiteres gegeben, da die Achsen im Normalfall symmetrisch sind. Damit
sind die Koeffizienten «;,7 € {1,2,3} definiert und der Stabilitdtsnachweis nach [65] an-
wendbar. Die Stabilitét ist hierbei, im Gegensatz zu den vorherigen Kapiteln, von lokaler
Natur. Der Einzugsbereich liegt nur in einer Umgebung des Endwertes, nicht fiir den ge-
samten Parameterraum. Der Beweis beinhaltet auch, dass eine Abschitzung der Regelung
bei verdnderlichen Werten der «;,i € {1,2,3} moglich ist. Je groker die einzelnen Werte
sind, desto mehr schrinkt sich das Stabilitdtsgebiet, insbesondere fiir die Zustéinde des In-
tegralanteils im Regler, ein. Sind die Regelparameter im Betrieb nicht verdnderlich, so ist
die Auslegung einer stabilen Regelung fiir den Maximalwert der Reibung mdglich, der dann
auch fiir die anderen Fille gilt. Intuitiv ist auch nachvollziehbar, dass grofere Reibmomente

bzw. Reibkrifte die Stabilitdtsregion eines PID-Reglers einschranken.
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6 Experimentelle Ergebnisse

Die in Kapitel 4 vorgestellten Verfahren zur Detektion der Reibkraft bei Systemen die durch
die allgemeine dynamische Gleichung (4.1) beschrieben sind, sollen nun konkret angewandt
werden. Dabei wird der Ansatz zunéichst in der Simulation, dann am realen Roboter einge-

setzt.

6.1 Versuchsaufbau

Der Parallelroboter FUNFGELENK dient als Plattform fiir die in diesem Kapitel durchgefiihr-
ten Implementierungen. Der Roboter besitzt zwei Freiheitsgrade in der Ebene. Abbildung 6.1
zeigt den Manipulator und eine Skizze des maximalen Arbeitsraumes. Die kinematischen und
kinetischen Daten des Versuchstrigers finden sich in Tabelle 6.1 wieder.

Die Steuerung des Manipulators ist auf einem PC implementiert, der mit dem Echtzeit-
betriebssystem QNX betrieben wird. Die in die Steuerung integrierte unterlagerte Antriebs-
regelung ist ebenfalls vollstindig auf dem PC implementiert. Dies gestattet den Zugriff auf
die vom Achsregler und der Linearisierung generierten Momente, die dann dem Beobach-
ter zugefithrt werden konnen. Die Momente werden dann per Bussystem zu den Umrich-
tern weitergeleitet. Als Messwerte stehen die Positionen und Geschwindigkeiten der beiden
Antriebe zur Verfiigung, so dass ein Beobachter nach der in Abschnitt 4.5 beschriebenen
Methode moglich ist. Die Regelung des Roboters selbst erfolgt mit Hilfe der exakten Ein-

/Ausgangslinearisierung. Auf Grund der Komplexitét des direkten kinematischen Problems,

Tabelle 6.1: Kinematische und Kinetische Daten des Versuchstragers FUNFGELENK

Grofe Formelzeichen Wert
Kurbelldnge le= 0,3m
Stablénge ls= 0,5m
Motorabstand lg= 0,3m
Motortrigheit Jm = 0,04kgm?
Kurbelmasse me.= 0,42kg
Stabmasse mg = 0,304kg
Endeffektormasse me = 0,114kg
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Endeffektor
Gelenke
Antriebe
(a) Foto des Parallelroboters (b) Schematische Darstellung und Arbeitsraum

Abbildung 6.1: Versuchstriager FUNFGELENK: Planarer Parallelroboter mit zwei Freiheits-
graden

ist diese Art der Regelung bei Parallelrobotern eher ungewohnlich. Im vorliegenden Fall ldsst
sich das Problem jedoch analytisch 16sen, so dass diese Form der Regelung mdglich ist. Fiir
die Funktionsweise des Beobachters hat dies keine Einschriankung, letztlich bendtigt dieser
die in den Achsen applizierten Momente. Der Entwurf basierte auf den verallgemeinerten
Koordinaten. Diese stehen auch hier zur Verfiigung. Als Referenzfahrten dienen im kartesi-
schen geplante gradlinige Trajektorien. Ihre Planung erfolgt zeitoptimal fiir das ungestorte

System.

6.2 Einsatz in der Simulation

Die Uberpriifung der Algorithmen erfolgt zunichst in der Simulation. Dazu ist der Parallel-
roboter FUNFGELENK samt Regelungsschema abgebildet. Auf den zur Verfiigung stehenden
Signalen kann dann der Beobachter entworfen und eingebracht werden. Die Simulation er-
laubt auch die Realisierung des Beobachters als kontinuierliches System, in der Form in der
der Entwurf stattgefunden hat. Der Signalfluss der Regelung in der Simulation ist in Abbil-
dung 6.2 dargestellt. Die Linearisierung des Roboters mittels Vorsteuerung ist dabei einem
kleinen Fehler unterworfen, um Eingriffe durch die Regler zu erzeugen. Da der Beobachter
jedoch auf den kombinierten Momentenvektor zugreift, 74 in Abbildung 6.2, ist dies fiir die
Funktion des Beobachters nicht relevant.

Die Parametrierung der PTD-PI Reglerkaskade erfolgte nach dem Entwurfsmuster aus [64]
unter Minimierung der Regelfldche des linearisierten Systems. Der sich ergebende freie Para-
meter der Ddmpfung in der Entwurfsgleichung ist dabei zu D = 1 gesetzt. Die durch das me-
chanische System eingebrachte Zeitkonstante wird durch die Eintridge der Hauptdiagonalen

der Massenmatrix in der symmetrischen Position g7 = [%’T rad, % rad] abgeschétzt. Daraus
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karthesisch

Trajektorie

o

Abbildung 6.2: Signalfluss in der Simulation: Die Trajektorien sind im Kartesischen geplant,
und werden in den Gelenkraum projiziert. Die Linearisierung erfolgt mittels
Vorsteuerung auf Basis der Sollwerte (Computed Torque).

Tabelle 6.2: Reglerparameter in der Simulation. Die Symbole und Indizes korrespondieren
zu der Beschreibung im Frequenzbereich aus Gleichung (5.43).

(a) PI-Regler (b) PTD-Regler
Parameter Wert Parameter Wert
V; 55,8375 Vo 83,33
T; 0,008s T, 0,004 s

T, 0,008 s

ergibt sich ein Wert fiir die mechanische Zeitkonstante von T,, = 0,1489s. Fiir die elektri-
sche Zeitkonstante wurde ein Wert von T, = 1073s gewihlt. Die sich daraus ergebenden
Parameter der Reglerkaskade sind in Tabelle 6.2 aufgelistet. Auf Grund des symmetrischen
Aufbaus des Versuchstrigers FONFGELENK sind die Regler beider Achsen gleich parame-
triert. Die Qualitidt der Regelung kann durch eine dynamische Anpassung der Verstirkungen
durch die Massenmatrix verbessert werden, siehe [29]. Die einzelnen Achsregler sind dann
auf ein normiertes System parametriert, die Anpassung an die aktuelle Pose geschieht dann
durch die Multiplikation mit dem der Achse zugeordnetem Element der Hauptdiagonalen
der Massenmatrix. Diese Modifikation ist insbesondere bei Parallelrobotern sinnvoll, da bei
diesen die Elemente der Massenmatrix deutlich mit der aktuellen Pose variieren. In der hier
durchgefiihrten Simulation steht jedoch der Zustandsschitzer im Vordergrund und nicht die
Regelung. Daher ist auf dieses Detail der Regelung verzichtet worden. Es ist zur Beurtei-
lung der Schétzergebnisse ohne Bedeutung, da nur dass letztlich applizierte Moment in den
Beobachter einfliefst.

Durch das iiberlagerte Steuerungs- und Programmiersystem des Roboters, die Aufgaben
werden durch einzelne ,Skill primitives® beschrieben, ist eine gerade Punkt zu Punkt Verbin-
dung in kartesischen Koordinaten als Bahn gewiihlt. Mit dem Startpunkt bei [—0,075m; 0,35 m]"
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0 -04 -02 0 02 04 06 08 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
T in m s inm
(a) Sollbahn in kartesischen Koordinaten im (b) Geschwindigkeitsprofil entlang des Bahn-
Arbeitsraum parameter s

Abbildung 6.3: Trajektorie zur Verifikation des Zustandsschitzers

und dem Zielpunkt [0,3m; 0,725 m]T liegt sie mitten im Arbeitsraum des Roboters, Abbil-
dung 6.3a. Bei den gew#hlten Randdaten hat die Bahn eine Durchlaufzeit von At = 0,233 s.
Das Geschwindigkeitsprofil entlang des Bahnparameters ist in Abbildung 6.3b dargestellt.
Die in der Simulation verwendete Trajektorie ist nicht zeitoptimal, nutzt aber die maximale
Bahngeschwindigkeit von vpap, = 4 m/s aus. Die Reibung tritt in den Gelenken zwischen Kur-
beln und Stében auf. Als Reibmodell dient die Coulombsche Reibung nach Gleichung (3.6).
Die Haftreibung wird auf Grund der Tatsache, dass der Schitzer zu dieser Zeit inaktiv ist,
nicht gesondert behandelt. Das Reibmoment wird wihrend des Durchfahrens der Trajektorie

in Abhéngigkeit der Zeit variiert. Fiir die um die SI-Einheiten befreiten Funktionen gilt

10 1 <0,1 20 11 <0,1
lori| = €20 —100t :0,1<t<0,15, lor2l = <¢5+150t :0,1<t<0,15,
5 :t>0,15 27.5 (0,l<t<5

wobei das Reibmoment stets entgegen der jeweiligen Gelenkgeschwindigkeit wirkt. Die Be-
obachtbarkeit dieser Anordnung ist sichergestellt. In der beschriebenen Konfiguration sind
die Winkelgeschwindigkeiten der betrachteten Gelenke linear unabhéngig. Die Anzahl der
mit Reibung behafteten Gelenke entspricht der Anzahl der Freiheitsgrade. Somit ist die

Jakobimatrix i. Allg. invertierbar und der Entwurf des nichtlinearen Beobachters maglich.

Beobachter mittels ENBNF Zunichst wird die Detektion der Reibung mittels eines nicht-
linearen Beobachters untersucht, der mit Hilfe der ENBNF entworfen ist. Der Entwurf folgt
den in Abschnitt 4.5 abgeleiteten Gleichungen. Um linear unabhéngige Eigenvektoren zu
erhalten, werden die Eigenwerte der linearen Beobachtermatrix paarweise verschieden ge-

wihlt. Das System besitzt mit den durch die Reibung eingebrachten Zustinden die Ordnung
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n = 6. Die Pole der linearen Fehlerdynamik sind pT = —[100; 101; 102; 103; 104; 105]. Nach
Festlegung der Eigenvektoren ergibt sich die lineare Beobachtermatrix dann zu

100 -1 —100 -1 —100 —1
0 —1001 0 —101 0 —101
0 102 -1 —102 -1
0 0 -103 0 —103
0 0 0 —104 -1
0 0 0 0 —105]

o O O O

Als Startwerte bei der Initialisierung des Beobachters werden die Reibwerte zu Null angenom-
men, Position und Geschwindigkeit aus den aktuellen Istwerten abgeleitet. Die Ergebnisse
sind in den verallgemeinerten Koordinaten aufgetragen, in der auch Regelung und nicht-
linearer Beobachter implementiert sind, siehe Abbildung 6.4. Durch die Initialisierung mit
yfalschen“ Anfangswerten bei der Reibung, kommt es zunéchst zu einer Abweichung, auch in
den messbaren Zustdnden von Position und Geschwindigkeit. Nach dem Abklingen der durch
die Initialwerte verursachten Eigenbewegung folgt der Beobachter den realen Werten. Wih-
rend der Variation der Reibung im Zeitintervall [0,1; 0,15] kommt es zu einem kleinen Fehler
in den Schétzwerten, da die Zustinde des Beobachters den realen Werten leicht nachlaufen.
Im anschliefsenden Intervall, bei dem die Reibung wieder konstant ist, konvergieren die ge-
schétzten Grofen rasch gegen die realen Werte. Auffillig bei den gewéhlten Parametern ist
das deutliche Uberschwingen der Schiitzwerte. Der Prozess lisst sich iiber die Vorgabe der
linearen Beobachtermatrix A variieren und die Konvergenzgeschwindigkeit durch die Wahl
schnellerer Pole erhohen. Die Detektion der Reibmomente in den passiven Gelenken hat sich

daher in der Simulation bestétigt.

In einer weiteren Simulation kommt nun die Aufschaltung der Storgrofe hinzu. Dazu
wird der Vorsteuerung, zur Kompensation der Nichtlinearititen des Parallelroboters, zu-
satzlich das detektierte Reibmoment iiberlagert, um die Linearisierung zu verbessern und
somit den Reglereingriff zu minimieren. Dazu wird die gleiche Trajektorie wie im vorigen
Fall abgefahren, die Reibung jedoch konstant gelassen. Die Stabilitdt des Systems ist durch
die Uberlegungen aus Abschnitt 5.1 sichergestellt. Zur quantitativen Beurteilung der Giite
in beiden Féllen, mit und ohne Kompensation der Reibmomente, werden dazu zwei Krite-
rien herangezogen: Der Schleppfehler und die Verzerrung der Trajektorie. Der Schleppfehler
beschreibt den Fehler der Bahn bezogen auf den zeitlichen Durchlauf der Bahn, also den
Abstand des Istwertes von der aktuellen Vorgabe durch die Trajektorie. Seine Definition ist
sowohl im kartesischen Raum als auch im Gelenkraum sinnvoll. Im Gelenkraum ist eine sepa-

rate Behandlung der Regler vorzuziehen, da die Interpretation des Abstandes im Vektoriellen
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Abbildung 6.4: Simulationsergebnisse mit ENBNF Beobachter. Die linke Spalte zeigt ge-

schitzte und reale Zustandsgrofen im direkten Vergleich. In der rechten
Spalte ist die Differenz aufgetragen.
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eq)i(t) in 107*m

0,1 0,2
tins tins
— mit Komp. —— ohne Komp. — mit Komp. —— ohne Komp.
(a) Verzerrung nach Gleichung (6.2) (b) Schleppfehler nach Gleichung (6.4)

Abbildung 6.5: Ergebnisse der Giitekriterien bei Regelung mit Kompensation der Reibmo-
mente beim FUNFGELENK.

schwierig ist

ei(t) = [|2:(t) = Tiraj(t) ] (6.2)

€rq(t) = 1q1(t) = Quraj, i (D] -+ [@ngor(t) — qtraj,ndof(tﬂ]Ta (6.3)

wobei x;(t) und @,j(t) die Ist- bzw. Sollwerte der kartesischen Bahn darstellen.

Die Verzerrung der Bahn stiitzt sich ausschlieflich auf den rdumlichen Teil der Bahn. Die
Verzerrung ist hier als der minimale Abstand der aktuellen Position von der Referenzbahn
definiert

eq(t) = dist(x;(t), B). (6.4)

Dabei bezeichnet B die Menge aller Punkte, die zur Solltrajektorie gehéren. Obwohl die Funk-
tion e4(t) die Zeit als Parameter besitzt, wird der zeitliche Versatz von Soll- und Istbahn
ausgeblendet. Einzig die kartesische Abweichung von der Bahn wird gewertet, Verzogerungen
in der Bahn erh6hen den Fehler nicht. Damit ergibt sich die Mo6glichkeit die Bahntreue zu
bewerten. Im Gegensatz zum Schleppfehler ist hier beim Ubertrag vom Koordinatensystem,
in dem die Aufgabe spezifiziert ist, in die Gelenkkoordinaten des Roboters kein Informati-
onsgewinn zu erwarten.

Die Ergebnisse der Simulation sind in Abbildung 6.5 aufgetragen. Mit Ausnahme der
durch das Uberschwingen der Schitzwerte verursachten Zunahme der Abweichung im Inter-
vall [0,03s; 0,06s], liegt der Fehler der kompensierten Bahn unter dem der nicht vorgesteu-

erten Simulation. Dies lésst sich auch in den Betragsintegralen der jeweiligen Funktionen
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Abbildung 6.6: Ausgangsgrofien der Achsregler im Betrieb mit unterschiedlicher Kompensa-
tion der Reibmomente.

festmachen
te te
Eat) = [ leatt)dt B(0):= [ ledpldr (6.5)
ta ta

Damit ergeben sich fiir die auf den nicht kompensierten Fall bezogenen integralen und maxi-
malen Fehler die Resultate in Tabelle 6.3. Neben der Kompensation mittels der Schéitzwerte
ist auch die Kompensation mit der bekannten Reibung aufgefiihrt. Der verbleibende Fehler
in diesem Fall entsteht durch die Nutzung der Trajektoriendaten, die durch Interpolation an
den Zwischenstellen Fehler aufweisen konnen. Die Ergebnisse im vorliegenden Fall weisen eine
Reduzierung der Verzerrung auf. Deutlicher ist der Effekt der Kompensation im Schleppfeh-
ler erkennbar. Zudem zeigen die Ergebnisse aus Abbildung 6.5, dass der Ausgleichsvorgang
zu Beginn, insbesondere das Uberschwingen, einen starken Einfluss auf die gesamte Giite
haben. Beim Ausblenden dieses Bereichs sind die erzielten Verbesserungen in beiden Krite-
rien grofer. Dieser Effekt findet sich auch in den von den Achsreglern erzeugten Momenten
wieder, siehe Abbildung 6.6. Die Ausgangsgrofte der Regler strebt gegen denjenigen Anteil,

der im Falle idealer Kompensation vorliegt. Die Regler gleichen nur Interpolationsfehler der

Tabelle 6.3: Integral des Schleppfehlers bzw. der Verzerrung nach Gleichung (6.5) bezogen
auf den nicht kompensierten Fall. Weiterhin ist der maximale Fehler im betrach-
teten Zeitraum angegeben

Verzerrung Schleppfehler
E4(t) max(eq(t))  E(t) max(et))
nicht kompensiert 100 % 100% 100 % 100 %
kompensiert 95,0 % 77.0% 87.1% 77.0%

ideal kompensiert 0,3 % 0,1% 01% 0,1%
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Abbildung 6.7: Bahn des Endeffektors im Arbeitsraum

Solltrajektorie aus. Diese Reduktion gilt auch fiir den Integralanteil, der damit in den Be-
obachter verschoben wird. Da im Beobachter die physikalische Zuordnung der Reibmomente

bzgl. der Pose abgebildet ist, unterliegt dieser keinen Schwankungen im Arbeitsraum.

6.3 Einsatz am Roboter

Neben der Simulation ist der Zustandsschitzer auch am realen System angewendet wor-
den. Die vorliegende Struktur wies jedoch hauptsichlich Reibung in den Motoren auf, da
die passiven Gelenke nicht als adaptronische Gelenke ausgefiihrt und daher vergleichsweise
reibungsfrei sind. Daher ist die Reibung in den Antrieben als Zustandsgréfe in den Beob-
achter aufgenommen. In diesem Fall vereinfacht sich die Jakobimatrix zur Transformation
der Reibgrofen. Die Massenmatrix jedoch bleibt in ihrer Komplexitéit erhalten, so dass sich
an der grundsétzlichen Problemstellung keine Verdnderuing ergibt.

Die im Versuch verwendete Bahn ist in Abbildung 6.7 illustriert. Die Bahngeschwindigkeit
ist hier auf $,,c = 2ms™! beschrinkt, fiir Beschleunigung und Ruck gelten die Begrenzun-
gen Smax = 40ms 2 bzw. Smax = 1000m s 3. Im Gegensatz zur Simulation besteht die Bahn
aus vier Segmenten, bei denen in dreien die maximale Bahngeschwindigkeit erreicht wird.
Dieses bedeutet natiirlich keine konstanten Geschwindigkeiten im Gelenkraum. Die Weiter-
schaltung zur néchsten Punkt zu Punkt Fahrt erfolgt, wenn der Zielpunkt mit hinreichender
Genauigkeit erreicht ist.

Die Regelung des Systems ist mittels exakter Ein-/Ausgangslinearisierung in Verbindung
mit einer Kaskadenregelung umgesetzt. Damit liegt, im Unterschied zur Regelung in der
Simulation, ein zentrales Regelungskonzept vor, siehe [56|. Der Ausgang der linearen Regler
wird ebenfalls transformiert. Damit ergibt sich der in Abbildung 6.8 dargestellte Signalfluss.

Diese Art der Modelleinbindung ist fiir parallele Kinematiken nicht immer anwendbar, da das
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Abbildung 6.8: Signalfluss System

direkte kinematische Problem zu losen ist. Die zur Regelung in Echtzeit notwendige explizite
Losung steht nicht bei allen Kinematiken zur Verfiigung. Im Falle bekannter dynamischer
Parameter besitzt diese Regelung jedoch leichte Vorteile gegeniiber einer Linearisierung die
auf den Sollwerten basiert ([29]). Die lineare Regelkaskade arbeitet dabei auch auf den karte-
sischen Werten und damit in dem Raum in dem die Aufgabe geplant ist. Ihre Parametrierung
erfolgt unter den bereits erlauterten Gesichtspunkten. Die am System eingestellten Werte

sind in Tabelle 6.4 zusammengefasst.

Durch die im realen System vorhandenen Storungen auf den Messwerten, ist ein Schwell-
wert festgelegt, ab wann der Beobachter mit ausgefiihrt wird. Dies ist notwendig, um die
Zustédnde nicht im Stillstand zu bestimmen, da das System dann nicht beobachtbar ist. Zu-
dem sind dann die Zustdnde der Reibung unbestimmt. Ein weiterer wichtiger Aspekt ist
die diskrete Ausfiihrung von Regler und Beobachter. Die kontinuierlichen Gleichungen des
nichtlinearen Beobachters miissen daher in den diskreten Bereich iibertragen werden. Beim
durchgefiihrten Versuch gilt eine Abtastzeit von Ty, = 750 us. Auch hier ist der Beobachter
zunéchst auf die aktuellen Werte von Geschwindigkeit und Position initialisiert. Die Reibung
ist zu Beginn zu Null angenommen. In den Phasen, in denen der Zustandsschitzer nicht mit-
lauft, da die Geschwindigkeitsschwelle nicht {iberschritten ist, werden die internen Zusténde,
Position und Geschwindigkeit, mit den gegenwirtigen Werten aktualisiert. Ein Vergleich der
internen Zustandsgréfen mit den tatsdchlichen Messwerten ist in Abbildung 6.9 dargestellt.

Das eingebrachte Moment ist bei dem Versuchsaufbau nicht direkt messbar. Der Beobachter

Tabelle 6.4: Reglerparameter am realen System

(a) PI-Regler (b) PTD-Regler
Parameter Wert Parameter Wert
Vi 88,889 Vo 13,169
T; 0,03375s T, 0,01125s

T, 0,03375s
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Abbildung 6.9: Vergleich der Zustandsgrofen des Beobachters mit den Messergebnissen am
Versuchstriger FUNFGELENK wahrend der Testfahrt. In der linken Spalte
sind die gemessenen Grofen schwarz, die geschétzten Grofen grau aufgetra-

gen, in der rechten Spalte stellt der schwarze Verlauf die erste, der graue
Verlauf die zweite Achse dar.
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Abbildung 6.10: Phasenverschiebung zwischen Eingangssignal und Zustandsgrofe beim Ein-
gangsvektor b = [0,0,0,0,0, 1].

stiitzt sich daher auf den durch die Regelung vorgegebenen Sollwert ab. Da das von der Re-
gelung bestimmte Moment nicht augenblicklich an der mechanischen Struktur anliegt, wird
dem Beobachtereingang eine entsprechend dimensionierte Verzogerung vorgeschaltet und
damit der zeitliche Zusammenhang zwischen Eingang und Ausgang des Systems aufrecht

erhalten.

Der vergroferte Abschnitt des Geschwindigkeitssignals zeigt, dass dieses harmonische
Komponenten besitzt. Die Frequenz ist geschwindigkeitsunabhéngig und liegt bei f, s ~
100 Hz und damit auch in der Grofsenordnung der Pole der Fehlerdynamik, die derjenigen
aus der Simulation entspricht. Bei der Dynamik nach Gleichung (6.1) ergibt sich zwischen
Zustandsgrofe und Eingang, bei einer Frequenz von f = 100Hz, eine deutliche Phasen-
verschiebung. In Abbildung 6.10 sind die Phasenverldufe eines auf die letzte Zustandsgrofe
wirkenden Eingangssignals dargestellt. Da dem Systemeingang keine lineare Matrix zugeord-
net werden kann, ist eine Beurteilung der zu erwartenden Démpfung des Signals an dieser
Stelle nicht durchgefiihrt. Die durch das System verursachte Phasenverschiebung zwischen
Istzustdnden und denen des Beobachters, erzeugt daher eine Schwingung des Differenzsi-
gnals. Dies zeigt ebenfalls der vergrofserte Ausschnitt in Abbildung 6.9. Diese Schwingung
findet sich, mehr oder weniger ausgepréigt, auch in den anderen Zustinden des Beobachters
wieder, so dass das Differenzsignal um die Nulllinie pendelt. Im Intervall ¢ € [2s;2,5s] klingt
das Differenzsignal zundchst auf, bleibt dann aber innerhalb einer Schranke. Es klingt an
dieser Stelle ebenfalls die Schwingung im vom Beobachter nicht beeinflussten Geschwindig-

keitssignal auf.

Die Ergebnisse der eigentlich interessierenden Grofe zeigt Abbildung 6.11. An den Ergeb-
nissen lisst sich festmachen, dass die Schiatzung in den Phasen hoher Verzogerung nicht den
Erwartungen entspricht. Das geschitzte Reibmoment &ndert in diesem Bereich stark seinen
Wert. Das Reibmoment des zweiten Motors wird sogar positiv und wiirde somit entlang der

Bewegung wirken. Dieser Effekt kann Storfaktoren geschuldet sein, z. B. Modellierungsfeh-
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Abbildung 6.11: Schitzung der Reibung in den Motoren
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Abbildung 6.12: Schiatzung der Reibung in den Motoren mit Hysterese zur Aufnahme der
Schiatzung

lern, so dass das Reibmoment nicht die einzige Grofe ist, die in dem Zustand des Beobachters
geschitzt wird. Die zeitliche Streckung des Signals in Abbildung 6.11 zeigt, dass die Veran-
derung des Schitzwertes, insbesondere nach einer Pausenzeit des Schitzers erfolgt. Dies ist
der oben erwidhnten Schwingung des Geschwindigkeitssignals geschuldet, welches um den
Schwellwert des Schitzers pendelt. Die Unterdriickung dieses Effektes lésst sich relativ leicht
mit Hilfe einer Hysterese erzielen, die das kurzfristige, erneute Einschalten des Beobachters
unterdriickt. Damit ergeben sich die Verldufe in Abbildung 6.12.

Diese Mafnahme verhindert den Effekt des kurzfristigen Einschaltens und somit den Abfall
der Messwerte. Die vom Beobachter geschitzten Werte, fiir die in den Gelenken auftretende
Reibung, sind stabil und liegen sowohl vom Betrag als auch vom Vorzeichen im erwarteten
Bereich. Dies bestétigt sich auch darin, dass die Zustédnde stets auch den selben Wert anneh-
men, unabhingig von der Position im Arbeitsraum. Auch das Vorzeichen der Reibmomente
ist stets der Bewegung entgegengerichtet. Bei der Reibung im linken Antrieb (i = 1) lasst
sich zudem eine starke Richtungsabhingigkeit der Reibung feststellen: Bei mathematisch
negativem Drehsinn ist die Reibung erheblich geringer als im anderen Fall. Hier liegt die
geschitzte Reibung um 7 =~ 0N m. Die Schwankungen in den positiven Bereich, der eine

Unterstiitzung der Bewegung bedeuten wiirde, kann bei diesen kleinen Amplituden auch et-
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waigen Modellfehlern geschuldet sein. Der rechte Antrieb hingegen weist keine ausgeprigte

Richtungsabhéngigkeit auf.
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7 Zusammenfassung

Die vorliegende Arbeit beschreibt die Moglichkeit, die auftretende Reibung in den Gelenken
von mechatronischen Systemen zu detektieren und die Ergebnisse in die Regelung dieser
Strukturen zu integrieren. Im Fokus stehen dabei parallele Kinematiken, die sich durch pas-
sive Gelenke in der Struktur auszeichnen. Initiiert wurde die Arbeit insbesondere durch die
Entwicklung der adaptronischen Gelenke, die durch verdnderbares Gelenkspiel indirekt die
Reibung in den Gelenken beeinflussen und somit innerhalb kurzer Zeitspannen Verdnde-
rungen der Reibwerte bewirken. Thr Einsatz erfolgt vornehmlich in den passiven Gelenken
der Struktur. Daher sind adaptronische Gelenke typischerweise in parallelen Kinematiken
eingesetzt.

Die Detektion der Reibung in den Gelenken erfolgt mittels nichtlinearer Beobachter, die
den Vorzug gegeniiber adaptiven Verfahren erhalten haben. Diese Entscheidung begriin-
det sich insbesondere auf der Voraussetzung, mit Hilfe der detektierten Reibung auch die
Ansteuerung der Gelenke zu ermdglichen. Die Systemgleichungen sind auf allgemeine Be-
obachtbarkeit gepriift und die Mannigfaltigkeit bestimmt, in der die Bedingungen fiir das
System erfiillt sind. Auf dieser Basis findet der Entwurf der Beobachter statt.

Da die Reibung als zu schitzende Storgrofse im Vorhinein unbekannt ist und allenfalls
obere und untere Schranken existieren, muss der nichtlineare Beobachter einen entsprechend
hohen Konvergenzradius besitzen. Aus diesem Grund stehen Verfahren die die Strecke zum
Entwurf linearisieren nicht zur Verfiigung. Die Bestimmung des Beobachters erfolgt daher
durch transformationsbasierte Entwurfstechniken, deren Konvergenzradius den zulédssigen
Anteil des Zustandsraums umfasst. Die beschreibenden Zustandsgrofen in den dynamischen
Gleichungen des Roboters sind daher in Réume abgebildet die einen Beobachterentwurf
begiinstigen. Im Falle der Coulombschen Reibung erzielen die in dieser Arbeit vorgestell-
ten Konzepte eine lineare Beobachterdynamik, so dass ein exponentielles Einschwingen auf
den Wert erfolgt. Die dabei angegebene Transformation ist allgemein giiltig und somit sind
die erzielten Verfahren auf alle Systeme, deren dynamische Gleichungen diese Struktur auf-
weisen, anwendbar. Die konkrete Ausbildung der Parameter ist beim vorgestellten Ansatz
unerheblich. Die lineare Dynamik zeichnet das gewéhlte Verfahren daher auch gegeniiber
den ebenfalls untersuchten Beobachtern mit hohen Verstirkungen aus. Diese stellen geringe-

re Anspriiche an die Systemstruktur und besitzen ebenfalls einen grofen Konvergenzradius,
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erreichen jedoch keine lineare Fehlerdynamik. Die Untersuchung der Gleichungen zeigt au-
ferdem, dass ein allgemeiner Normalformentwurf nach [15] unmdglich ist, sobald das System
mehr als einen Freiheitsgrad besitzt.

Eine umfassende Analyse des gesamten Regelkreises zeigt die Varianten auf, die gewonnene
Information weiter zu verarbeiten. Die Einbindung der Reibinformationen in die Generierung
der Trajektorie ist dabei genauso untersucht, wie die Nutzung der Informationen im Linea-
risierungsschema der Roboterregelung. In beiden Fillen ist aus regelungstechnischer Sicht
die Stabilitit des Gesamtsystems entscheidend. Bei der Generierung der Trajektorien ist der
Nachweis der Stabilitdt trivial. Die hier durchgefiithrte Analyse zeigt, dass die zeitoptima-
le Trajektorie schaltende Funktionen bendtigt. Da im zweiten Fall der Regelkreis iiber den
Beobachter geschlossen wird, ist die Stabilitit des Systems explizit zu untersuchen. Sie ist
mittels Lyapunovtheorie bewiesen und frei von vereinfachenden Annahmen und somit auf der
gesamten Zustandsmannigfaltigkeit giiltig. Gleiches gilt bei der Nutzung der Informationen
zur Regelung der Gelenke. In diesem Fall ergeben sich ebenfalls vermaschte Regelkreise unter
Einbeziehung der Beobachterinformationen. Auch hier ist die Stabilitit des Gesamtsystems
mittels Lyapunov bewiesen worden.

Die in dieser Arbeit gesammelten Erkenntnisse erlauben den Entwurf von nichtlinearen
Beobachtern zur Detektion von Reibmomenten in den Gelenken von Robotern. Die erzielten
Ergebnisse sind allgemein giiltig und nicht von bestimmten strukturellen Voraussetzungen
abhéngig. Die Stabilitidt bei der Riickspeisung der Informationen in den Regelkreis, sowohl
zur Starrkorperregelung als auch zur Ansteuerung etwaiger adaptronischer Gelenke ist sicher-
gestellt und bewiesen. Dadurch lassen sich diese neuen Komponenten in Roboterstrukturen

integrieren und nutzen ohne die Dynamik der Regelung negativ zu beeinflussen.



123

A Matrixdifferentialrechnung

Zur Berechnung der diversen Ableitungen ist die Definition einer Differentialrechnung hilf-
reich, die Matrizen und Vektoren mit einbezieht, wie z.B. in [42]. Sie definiert die Operatoren,
dass sich die aus dem Skalaren bekannten Regeln in die Rechnung mit Matrizen {ibertragen
lassen und somit eine partitionierte Rechnung moglich ist. Die in [42] vorgeschlagenen Vor-
schriften besitzen die skalaren Ergebnisse als Spezialfall, sodass die Definitionen konsistent
sind.

Eine der elementaren Operationen bei der Definition der Ableitungen von Matrizen nach

Matrizen ist das Kroneckerprodukt.

Definition 7 (Kroneckerprodukt) Es seien die Matrizen A € R™™ und B € R>** ge-

geben, dann ist das Kronecker Produkt definiert als

alle e al,mB
A®B = : : mit A ® B € R¥W™mk, -
an B ... ap,n,B

Eine weitere wichtige Operation ist die Umsortierung einer Matrix in einen Vektor. Je

nach angestrebten Zielvektor existieren dafiir zwei Operatoren.

Definition 8 (Stapeloperatoren) Sei A € R"*" eine Matrix mit

A=lay,....an) =a,....a]"
dann sind folgende Funktionen definiert
col : R™m — Rvmx! row : R™™ — Rxnm
A — [alT,...,amT A > [aﬁl‘T,...,a,ZT} 7

Ein wichtiger Zusammenhang zwischen Kroneckerprodukt und Matrixmultiplikation zeigt
Korollar 1, siehe [67] Proposition 7.1.6.

Korollar 1 (Kroneckerprodukt und Matrizenmultiplikation) Seien A € R"™*™, B €
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R>k C € R™*? und D € R¥*? Matrizen, dann gilt

(A® B)(C® D) = (AC) ® (BD). |

Korollar 2 (Transpostion Kroneckerprodukt, [67]) Secien A € R™™ und B € R**,

Matrizen, dann gilt fiir die Transposition des Kroneckerproduktes

(A®B)"=(A"®B") o

Aquivalenzumformung 1 Seien z, & € R™' zwei Vektoren, dann gilt

(xI,)z=(1,®z)x 0
BEWEIS
ZElIn l’lInZ Z O‘... o
(xl,)z=| @ |z= : = |o olx=I,®2)x -
. [ s
00 =z

Definition 9 (Matrixableitung) Die Ableitung einer Matrix A € R™*™ nach einer Ma-
trix Z € R ist definiert zu

9 B DA(Z) 0A(Z)
0211 e 021 0211 e 0z1
0A(Z ’ Y ’ Y
8(Z ) = | ®AZ)=| :
9 9 DA(Z) 0A(Z)
Ozz,1 77 Ozazpy Ozz,1 o 0zz,y
. . OA(Z) . . .
Die Resultatsmatrix =52 hat die Dimension nxz x my. O

Aus der Definition der elementaren Ableitung nach (Definition 9) folgen Regeln fiir die

Berechnung zusammengesetzter Ausdriicke, wie das Produkt.

Korollar 3 (Produktregel) Die Ableitung des Produkts zweier Matrizen A € R"™™ B €

R™ ! nach einer Matriz Z € R**Y berechnet sich gemdif

0A(Z)B(Z) 0A(Z)
0Z - 0Z

0B(Z)
9z

(I, ® B) + (I, ® A)

wobei obige Gleichung nur Matrizenmultiplikation definiert ist. D. h. Skalare sind nicht zu-

lissig. O
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Die Giiltigkeit der Regel ergibt sich aus dem Nachrechnen. Die explizite Angabe der Abhén-

gigkeiten ist dabei weggelassen.

BEWEIS Nach Definition 9 gilt

0AB
0Z

[9AB

0z1,1

0AB

| 0241
[ A

0z1,1

0AB 0A oB 0A
8zl,y 821’1 + 82171 8z1 B + A821
0AB 0A _0A
Ozzy 0zz,1 B + Aazz 1 Bzzy B + A
dA 9B 4B ]
8zl,y aZ1,1 8217y
: + :
A OB OB
0zz,y B Aaz 1 Aazz y
oA B o0 A o0 OB OB
8217y : 821,1 8217y
: o o|l+]o o : :
8A Do Do OB OB
Oza,y o-o0o B 00 A 0221 Ozz,y
. 1 L )t 5B !
I,oB I,RA oz

Die letzte Zeile zeigt, dass die Umformungen fiir Skalare nicht giiltig sind, da es zum Dimen-

sionskonflikt bei der Multiplikation kime. =
Korollar 4 (Kettenregel) Seien A € R™™ Z € R>* B Matrizen, dann ist
0A (B (Z 0A Ocol (BT
(B(Z) _(;. (BY) 1 i
0Z Orow(B) 0Z
BEWEIS Die Kettenregel ergibt sich durch den Riickgriff auf Definition 9
0A(B(Z)) 0A(B(Z))
0A(B(Z)) | " oL
0z aA(é(Z)) aA(é(Z)) col(BT(2))
8zl 1 8Zl k
. QA(B(Z)) Z)) 0bi,;(Z) _ B(Z)) (orow(B(Z)"
mit 0zqp Zz 1 Zj 1 8bZ ](Z Ozap arow( (2)) ( Oza b ® Im>
0A(B(Z)) (orow(B(2Z))T 0A(B(Z)) (orow(B(Z))"
Orow(B(Z)) < 0z1,1 ® Im> Orow(B(Z)) ( 0z1 1, ® Im>
dA(B(Z)) ( orow(B(Z))T AA(B(Z)) ( row(B(Z))T
Orow(B(Z)) < 0z,1 ® Im> Orow(B(Z)) ( 0z 1, ® Im>
0A dcol (BT)
= I I,
( 1@ 8r0W(B)) ( 0Z ® "
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Korollar 5 (Ableitung der Matrixinversen) Die A(t) € R™" sei requlir und differen-

zierbar fiir alle t im Definitionsbereich, dann gilt

0A™! 0A
=-A'=—A
ot ot

Diese Beziehung ldisst sich fiir den Matrizfall erweitern, mit Z € R**Y

0A~! 0A
=—(LoA )Y (I, A™").
ox — LeAT) oy (oA °
BEWEIS Der Nachweis von Korollar 5 erfolgt durch Anwenden der Definition. n

Aquivalenzumformung 2 Seien M € R™", z € R”! und x € R™ Matrizen bzw.

Vektoren, dann gilt

oM , oM
—awT (Z®In): (Z ®In) Ox . g
BEWEIS
oM
oM oo .
oM
Oxn
ZlIn aM
_ | oM oM : _
zndy,

Aquivalenzumformung 3 Seien x € R™!' |, y € R | z € R”! und M(x) € R™"

Matrizen bzw. Vektoren, dann gilt

oM orow M
(Iﬂ@zT) am Y= am (In®y)z m|

Bemerkung 4 Fiir symmetrische Matrizen lassen sich die Vektoren y, z auf der rechten

Seite in Aquivalenzumformung 3 vertauschen. O

BEWEIS

oM oM orow M
I Ty = T =" (I
(I, ® z) Y Kz 9 y>r_1 ] B I, ®y)z -
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Aquivalenzumformung 4 Seien z € R , y € R | z € R”! und M(x) € R™"

Matrizen bzw. Vektoren, dann gilt

oM oM

(z"®I,) — In@y)z:.[

. —( aml amn
ox 77 9xT

ox” T DT

]I(In®Z)y- 0

BEWEIS Durch Nachrechnen ergibt sich die gemeinsame Summenform fiir jede Zeile r des

Ergebnisvektors

n n a "y
P v .
i g
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B Eigenwerte

Im Folgenden sind einige Eigenschaften von Matrizen mit gleichen Eigenvektoren zusam-

mengefasst. Fiir die vereinfachte Schreibweise sei folgender Operator eingefiihrt.

Definition 1 (Eigenwertoperator) Sei M € R™™" eine quadratische regulidre Matrix mit
n paarweise verschiedenen Eigenwerten \;, i € {1,...,n}. Ferner sei W = [v. 1, ..., V., die

aus den n Rechtseigenvektoren zusammengesetzte Matrix. Dann ist
Aw (M) = [, A

der Vektor der geordneten Eigenwerte der Matrix M sortiert in der Reihenfolge der korre-

spondierenden Eigenvektoren in W, also
M'Ue,i = Aive,i = M’LUZ = (Aw(M))Z w;. O

Mit Hilfe dieser Operation ldsst sich die Summe zweier Matrizen mit gleichen Eigenvek-

toren klassifizieren.

Korollar 6 (Matrizensumme) Seien A, B € R™™" regulire Matrizen mit jeweils paarwei-
se verschiedenen Eigenwerten und gleichen Eigenvektoren v;. Ferner sei W = [V, ..., Ve

und

Aw(A) = A, AT Aw(B) = [, ] T
Dann besitzt die Summe der Matrizen die selben Figenvektoren und es gilt
Aw(A+B) =[N+ py oo A+ ]
BEWEIS Bei Multiplikation mit den Eigenvektoren der Summanden gilt
(A + B) Ve,j = A’Ue,i + B’Ue,i = )\ive,z’ + Ve ; = ()\z -+ ,ui)'vw-, Vi € {1, Ce n}

Damit liegen n und damit alle Eigenvektoren der Summenmatrix fest. n
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Bemerkung 5 Da die Einheitsmatrix alle Vektoren auf sich selbst abbildet, sind alle Vek-
toren Eigenvektoren zum Eigenwerte 1. Sie fiigt sich daher in die dargestellten Rechenregeln

ein. o

Korollar 7 (Matrizenprodukt) Seien A, B € R™ " requlire Matrizen mit jeweils paar-
weise verschiedenen Eigenwerten und gleichen Eigenvektoren v;. Ferner sei W = [, 1, ..., Ve ]

und

Aw(A) =M, 0T, Aw(B) = [, il T

Dann besitzt das Produkt der Matrizen die gleichen Figenvektoren und es gilt

AW(AB) = [/\1N1,~~,)\nﬂn]T o

BEWEIS Bei Multiplikation mit den Eigenvektoren gilt
(AB) ve,i = A (B’Ue’z‘) = A,LLZ"UG’Z‘ = ()\iﬂi)ve,iy VZ - {]_, Ce ,TL}

Die gemeinsamen Eigenvektoren bleiben Eigenvektoren des Produktes. n

Korollar 8 (Inverse Matrix) Sei A € R"™" eine regulire Matrize mit n paarweise ver-

schiedenen Eigenwerten und den zugehorigen Eigenvektoren W = [V, 1, ..., V). Es sei
Aw(A) = My A"
dann gilt fir die Inverse der Matrix
Aw (A7 = [T 0
BEWEIS Es gilt

Ave,i = Ai’ve,i = AilA’Ue’Z‘ = AilAZ"Ue’Z‘ = )\;1'057@' = Ailve,i, Vi € {1, Cee, TL}

Die Eigenvektoren bleiben nach der Inversion erhalten. n

Korollar 9 (Eigenwerte einer Blockdiagonalmatrix) Seien A, B, D reellwertige requ-

ldre Matrizen mit passenden Dimensionen. Dann sind die Eigenwerte der Matrix

M =

A B
o D
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gleich der Kombination der Eigenwerte der Teilmatrizen A und D. 0

BEWEIS Es gilt fiir die Determinante der Blockmatrix nach [67] (Fact 2.13.7.)

det ([ A B]) =det(A) - det(D — CB).
CA D

Damit ist

I-s—A -B
det([ o I‘S_D]>:det(I-s—A)-det(I-s—D) n

Singularwerte

Die Singuldrwerte einer Matrix erlauben die Beurteilung der maximalen Verstarkung die ein
Vektor bei Multiplikation mit der Matrix erfahren kann (2-Norm).

Definition 10 (Singuldrwertzerlegung) Die Zerlegung einer Matrix A € R™*™ gemils
A=U,X,\ V), mitUc R™™ VcR”undU'U=1,V'V =1

wobei die Matrix X nur die Singuldrwerte als Eintrige auf der Hauptdiagonalen besitzt,

heifst Singularwertzerleqgung der Matrix. 0

Korollar 10 (Abschitzung der Singulidrwerte eines Produkts ([67])) Seien die Ma-
trizen A € R™"™ und B € R"™™ gegeben, dann gilt

Omin (A)0; (B) < 0; (AB) < 0max (A) 0; (B) . 0
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C Modellierung des Versuchstragers

Die Modellierung des Versuchstrigers FUNFGELENK ist hier im Anhang kurz skizziert. Zu-
nichst werden die Kinematik und differentielle Kinematik abgeleitet. Auf diese Ergebnisse
aufbauend folgt das dynamische Modell. Bei der Modellierung des planaren Parallelroboters
werden diskrete konzentrierte Elemente fiir die Stibe verwendet. Das Vorgehen folgt daher
den z. B. in [43] beschriebenen Verfahren, welches das kinetische Verhalten der Roboterglie-

der durch verteilte Punktmassen abbildet.

C.1 Kinematik des Roboters

Im Hinblick auf die Verwendung des Modells fiir den nichtlinearen Beobachter werden die
passiven Winkel in die Modellierung mit einbezogen. Da die Beschreibung des Roboters
basierend auf den Antriebskoordinaten erfolgt, bedeutet dies bei Parallelrobotern hiufig,
dass die Position nicht eindeutig definiert ist. Das gilt auch fiir das FONFGELENK. Um eine
eindeutige Postion zu erhalten, wird vorausgesetzt, dass keine Singularititen des Systems
durchfahren werden. Konkret bedeutet dies die Einschrinkung der passiven Winkel nach
Abbildung C.1 auf die Intervalle

ap € (0,7) ay € (0,7) az € (0,7). (C.1)

Unter dieser Voraussetzung spannen die Glieder des FUNFGELENK stets ein konvexes Fiinf-
eck A, B,C, D, FE auf, so dass das Dreieck Acpg eindeutig ist: Der Punkt D befindet sich
stets links der Stecke EC. Die Koordinaten der unteren vier Punkte des Fiinfecks sind durch
die Winkel sofort angebbar

o [O] b— [d] o d+1 cos(@)] o [ll cos(¢1)] . (.9)
0 0 [1 sin(¢2) [1sin(¢y)
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Abbildung C.1: Schematische Darstellung des Parallelroboters FUNFGELENK mit Kennzeich-
nung der zur Modellierung verwendeten Groéfen. Der Ursprung des Koordi-
natensystems liegt im Punkt A.

Weiterhin gilt

c—e=ve Rix— [T h=yas - ol
d=e+ vec+hR(g)—” “” (C.3)
Vec 2

Damit stehen sdmtliche Vektoren zu den Punkten des Fiinfecks fest. Aus ihnen lassen sich
alle weiteren Grofen bestimmen. Jeder Punkt, der Teil der Roboterstruktur ist, kann aus
der Linearkombination der Vektoren a, b, ¢, d, e dargestellt werden. Die passiven Winkel in

den Punkten C' und FE folgen aus dem Kosinussatz

2412 —||d|? 2412~ |d—bl|?
Qp = arccos i+ —|dll, oy = arccos | = h— | I : (C.4)
20415 20415

Die differentielle Kinematik eines Punktes folgt nun aus der Differentiation nach der Zeit.
Diese kann unter zur Hilfenahme der Kettenregel durchgefiihrt werden, so dass sich die
bekannte Beziehung zur Ermittlung der Jakobimatrix ergibt. Fiir einen beliebigen Punkt auf
der Struktur gilt daher

rT=r-a+ry-b+rs-c+ry-d+r5-e 1, €ER (C.5a)

dx oa 0b dc od d¢
b - (“'W” ogT " agT T agT T 8¢T) (€30
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Speziell fiir den Endeffektor gilt dann mit 71235 = 0,74 = 1

dd  od d¢

dt ~ 99T dt
C.2 Kinetik des Roboters

Die Differentialgleichungen des Systems werden, wie im einleitenden Abschnitt erwihnt,
durch eine diskrete Modellierung der Roboterglieder gewonnen. Dazu werden die Glieder
durch Punktmassen ersetzt. Ein Stab der Masse m wird mit der Verteilung der Punktmassen
von %m an den Stabenden und %m in der Stabmitte beschrieben. In Kombination mit den
Massen der passiven Gelenke ergeben sich beim vorliegenden Roboter dann ny = 4-3+3 = 15
einzelnen Punktmassen an n, = 7 verschiedenen Positionen: Die Endpunkte der Stibe und
Gelenke fallen zusammen, die in die Antriebe verschobenen Punktmassen gehen nicht in die
Berechnung ein. Zusammen mit den kinematischen Beziehungen aus Gleichung (C.5b) lésst
sich die Lagrangefunktion aufstellen und die beschreibenden Differentialgleichungen aus dem

bekannten Formalismus ableiten, siehe z. B. [68|

Eyin = Z Elin; = Z (3miti" &) Epoy = Z Epot,i = Z (mig" ;)
i=1 i=1 i=1 i=1
d /0L oL
L= Ekjn + Epot = E (@) — w =T. (06)

Die letzte Gleichung beinhaltet die Modellierung des Starrkérpersystems ohne Reibung. Die

Antriebsmomente der beiden Motoren sind in dem Vektor 7 zusammengefasst.



136 C Modellierung des Versuchstrégers




137

L iteraturverzeichnis

[1]
2]

3]
[4]
[5]

6]
17l

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

[14]

Robotik und Automation Portrait der Branche 2010. VDMA, Dezember 2009

BeiTZ, W. (Hrsg.) ; GROTE, K.-H. (Hrsg.): Dubbel Taschenbuch fiir den Maschinenbau.
19. Springer Verlag, 1997

MERLET, J. P.: Parallel Robots. Kluver, 2001
Tsarl, L.-W.: Robot Analysis. John Wiley and Sons, 1999

BUDDE, C.: Wechsel der Konfiguration zur Arbeitsraumvergrofierung bei Parallelrobo-
tern, TU Braunschweig, Diss., 2009

Kock, S.: Parallelroboter mit Antriebsredundanz, TU Braunschweig, Diss., 2001

ALGERMISSEN, S.: Selbsteinstellende, robuste Regelung von Strukturschwingungen an
Parallelrobotern, TU Braunschweig, Diss., 2010

LUENBERGER, D. G.: Observing the State of a Linear System. In: IEEE Transactions
on Military FElectronics (1964), S. 74-80

LUENBERGER, D. G.: An Introduction to Observers. In: IEEE Transactions on Auto-
matic Control 16 (1971), Dezember, Nr. 6, S. 596-602

KALMAN, R. E.: On the General Theory of Control Systems. In: Proc. 1st Int. Congress
on Automatic Control Bd. 1, 1960, S. 481-492

FOLLINGER, O.: Regelungstechnik. Hiithig, 1990

BRAMMER, K. ; SIFFLING, G.: Kalman-Bucy-Filter. Oldenbourg, 1975 (Methoden der
Regelungstechnik)

BIRK, J.: Rechnergestiitzte Analyse und Lésung nichtlinearer Beobachtungsaufgaben.
VDI Verlag, 1992 (8: Mess- Steuerungs- und Regelungstechnik 294)

HESSELBACH, J. ; BREITBACH, E. ; BUDDE, C. ; ROSE, M. ; MAAss, J.: Dynamic
Performance Enhancement of a HEXA-Parallel-Robot Using the Computed Torque Ap-
proach. In: Proc. of Mechatronics and Robotics Bd. 3, 2004, S. 261-266



138

Literaturverzeichnis

[15]

[16]

[17]

18]

[19]

20]

[21]

[22]

23]

[24]

[25]

[SIDORI, A.: Nonlinear Control Systems. Second. Springer Verlag, 1989 (Communication

and Control Engineering Series)

NILJMELJER, H. ; SCHAFT, A. J. d.: Nonlinear Dynamical Control Systems. Springer
Verlag, 1996

BURDET, E. ; HONEGGER, M. ; CODOUREY, A. C.: Controllers with Desired Dyna-
mic Compensation and their Implementation on a 6DOF Parallel Manipulator. In:
Procedings of the 2000 IEEE/RSJ International Conference on Intelligent Robots and
Systems (2000), S. 39-44

AGHANNAN, N. ; ROUCHON, P.: An Intrinsic Observer for a Class of Lagrangian Sys-
tems. In: IEEE Trans. on Automatic Control 48 (2003), Juni, Nr. 6, S. 936-945

ABDESSEAMEUD, A. ; KHELFI, M. F.: A Variable Structure Observer for Robot mani-
pulators Control. In: Proc. of the 11th IEEE Internation Conference on Methods and
Models in Automation and Robotics, 2005, S. 609-614

NEUMANN, R.: Beobachtergestiitzte dezentrale entkoppelnde Regelung von Robotern mit
elastischen Gelenken. VDI Verlag, 1995 (8: Mess- Steuerungs- und Regelungstechnik
529)

LiN, H.-N. ; KUROE, Y.: Decoupling control of robot manipulators by using variable-
structure disturbance observer. In: Proceedings of the 1995 IEEE IECON 21st Interna-

tional Conference on Industrial Electronics, Control, and Instrumentation, 1995

THUOMMEL, M.: Modellbasierte Regelung mit nichtlinearen inversen Systemen und Be-
obachtern von Robotern mit elastischen Gelenken, TU Miinchen, Diss., 2006

Luca, A. D. ; SCHRODER, D. ; THOUMMEL, M.: An Acceleration-based State Observer
for Robot Manipulators with Elastic Joints. In: IEEE International Conference on
Robotics and Automation, 2007, S. 3817-3823

N1CcOsIA, S. ; TORNAMBE, A.: High-gain Observers in the State and parameter Esti-
mation of Robots having Elastic Joints. In: System and Control Letters 13 (1989), S.
331-337

CHLADNY, R. R. ; KocH, C. R.: Flaness-Based Tracking of an Elktromechanical Va-

riable Valve Timing Actuator with Disturbance Observer Feedforward Compensation.
In: IEEE Trans. on Control Systems Technology 16 (2008), S. 652-663



Literaturverzeichnis 139

[26]

[27]

28]

[29]

[30]

[31]

32]

[33]

[34]

[35]

[36]

Luca, A. D. ; ALBU-SCHAFFER, A. ; S, Haddadin ; HIRZINGER, G.: Collision Detection
and Safe Reaction with the DLR-III Lightweight Manipulator Arm. In: Proc. of the 2006
IEEE International Conference on Intelligent Robots and Systems, 2006, S. 1623-1630

MAAsS, J.: Ein Beitrag zur Steuerungstechnik fir parallelkinematische Roboter in der
Montage, TU Braunschweig, Diss., 2009

FINKEMEYER, B.: Robotersteuerungsarchitektur auf der Basis von Aktionsprimitiven,
TU Braunschweig, Diss., 2004

REISINGER, T.: Kontaktregelung von Parallelrobotern auf der Basis von Aktionsprimi-
tiven, TU Braunschweig, Diss., 2008

DADJI, Y. ; MICHALIK, H. ; MOGLICH, T.: Parallel Architecture for Real Time Control
System Based on the IEEE1394 Standard. In: Proceedings of the 2009 International

Conference on Parallel and Distributed Processing Techniques and Applications (PDP-
TA), 2009, S. 24-29

KoLBUS, M. ; WOBBE, F. ; STACHERA, C. ; SCHUMACHER, W. ; ALGERMISSEN, S. ;
SINAPIUS, M.: Sliding Mode Control of a Parallel Robot with Robust Vibration Control.
In: The 9th International Conference on Motion and Vibration Control (MoViC 2008),
2008

WHaiTcowmB, L. L. ; Rizzi, A. A. ; KADITSCHEK, D. E.: Comparative Experiments
with a New Adaptive Controller for Robot Arms. In: IEEE Trans on Robotics and
Automation 9 (1993), Februar, Nr. 1, S. 59-70

ScHUTZ, D. (Hrsg.) ; WAHL, F. M. (Hrsg.): Robotic Systems for Handling and Assembly.
Springer Verlag, 2010 (STAR). — Integrated Force and Motion Control of Parallel Robots

— Part 1: Unconstrained Space

Pavrovic, N. ; KEIMER, R. ; FRANKE, H.-J.: Development of Adaptronic Revolute
Joints for Parallel Robots. In: 1st Symposium on Multidisciplinary Studies of Design in
Mechanical Engineering, 2008

Pavrovic, N. ; KEIMER, R. ; FRANKE, H.-J.: Improvement of the Overall Performance
of Parallel Roboters Using Joints with Integrated Piezo Actuators. In: Proc. of the 11th
International Conference on New Actuators, ACTUATOR 2008, 2008

OLssON, H. ; AstrOM, K.J. ; WIT, C. C. ; GRAVERT, M. ; LISCHINSKY, P.: Friction
Models and Friction Compensation. (1997)



140

Literaturverzeichnis

[37]

38

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

|46]

[47]

48]

[49]

[50]

DAHL, P. R.: A solid Friction Model / The Aerospace Cooperation. 1968. — Forschungs-
bericht

WitT, C. C. ; OLssON, H. ; AsTROM, K. J. ; LISCHINKSKY, P.: A New Model for
Control of Systems with Friction. In: IEEE Trans. on Automatic Control 3 (1995),
Mirz, Nr. 3, S. 419425

LAMPAERT, V. ; SWEVERS, J. ; AL-BENDER, F.: Modification of the Leuven Integrated
Friction Model Structure. In: IEEE Trans. on Automatic Control 47 (2002), April, Nr.
4, S. 683-687

ARMSTRONG-HELOUVRY, B. ; DUPONT, P. ; WIT, C. C.: A Survey of Models, Ana-
lysis Tools and Compensation Methods of the Control of Machines with Friction. In:
automatica 7 (1994), S. 1083-1138

GAuL, L. ; N1TscHE, R.: The Role of Friction in Mechanical Joints. In: Applied
Mechanic Reviews 54 (2001), Mérz, Nr. 2, S. 93-106

BonN, C.: Rekursive Parameter Estimation for Nonlinear Continuous-Time Systems
through Sensitivity-Model-Based Adaptive Filters, Ruhr Universitiat Bochum, Diss., 2000

WOBBE, F. ; KOLBUS, M. ; SCHUMACHER, W.: Continuous Sliding Surfaces versus
Classical Control Concepts on Parallel Robots. In: Proc. of the 15th IEEE IFAC Inter-

national Conference on Methods and Models in Automation, 2007

KELLER, H.: Entwurf nichtlinearer Beobachter mittels Normalformen, Universitit
Karlsruhe, Diss., 1986

KHALIL, H. K.: Nonlinear Systems. Prentice Hall, 2002

KRENER, A. J. ; ISIDORI, A.: Linearization by Output Injection and nonlinear Obser-
vers. In: System and Control Letters 3 (1983), June, Nr. 1, S. 47-52

KazanTzis, N. ; KRAVARIS, C.: Nonlinear Oberserver Design Using Lyapunov’s Auxi-
liary Theorem. In: Proceedings of the 36th Conference on Decision and Control, 1997

KRENER, A. J. ; MINGQING, X.: Nonlinear Oberver Design in the Siegel Domain. In:
STAM Journal of Optimal Control 41 (2002), S. 932-953

COURANT, R. ; HILBERT, D.: Methoden der mathematischen Physik II. Heidelberger
Taschenbiicher, 1968

RAiscH, J.: Mehrgrofienregelung im Frequenzbereich. Oldenbourg, 1994



Literaturverzeichnis 141

[51]

[52]

[53]

[54]

[55]

[56]

[57]

[58]

[59]

[60]

[61]

62]

[63]

SCHUMACHER, W.: Grundlagen der Regelungstechnik. Skript, Oktober 2008. — Umdruck

zur Vorlesung
DieTHELM, K.: Mathematik fiir Ingenieure. Internet, 1999. — Vorlesungsskript

Maass, J.: Ein Beitrag zur Steuerungstechnik fiir parallelkinematische Roboter in der
Montage, TU Braunschweig, Diss., 2009

Maass, J. ; KoLBus, M. ; BIER, C. ; WOBBE, F. ; SCHUMACHER, W. ; RAATZ, A. ;
HESSELBACH, J.: Advances in Motion Control for High-Performance Parallel Robots.
In: Robotic Systems for Handling and Assembly, 2008

PAPAGEORGIOU, M.: Optimierung Statische, dynamische, stochastische Verfahren fiir
die Anwendung. Oldenbourg, 1991

SCIAVICCO, L. ; SICILIANO, B.: Modelling and Control of Robot Manipulators. Springer,
2001 (Advanced Textbooks in Control and Signal Processing)

ALGERMISSEN, S. ; ROSE, M. ; SINAPIUS, M. ; STACHERA, K.: Robust Gain-Scheduling
Control for Parallel Robots with Smart-Structure Components. In: SCHUTZ, D. (Hrsg.)
; RaATz, A. (Hrsg.) ; WAHL, F. M. (Hrsg.): Proceedings of the 3rd International Collo-
quium of the Collaborative Research Center SFB 562, 2008, S. 191-206

ASADA, H. ; SLOTINE, J.-J. E.: Robot Analysis and Control. John Wiley and Sons,
1985

FOLLINGER, O.: Nichtlineare Regelungen II,. 7. Oldenbourg, 1993 (Methoden der

Regelungs- und Automatisierungstechnik)

WILLEMS, J. C.: Dissipative Dynamical Systems, Part I: General Theory. In: Archive
for Rational Mechanics and Analysis 45 (1972), S. 321-351

WEN, J. T. ; MurpHY, S. H.: PID Control for Robot Manipulators / Center for
Intelligent Robotic Systems for Space Exploration, Department of Electrical, Computer
and Systems Engineering, Rensselaer Polytechnic Institute, Troy, New York. 1990. —
Forschungsbericht

BRONSTEIN ; SEMENDJAJEW ; MUSIOL ; MUHLIG: Taschenbuch der Mathematik. Harri
Deutsch, 2001

ORTEGA, R. ; SPONG, M.: Adaptive motion control of rigid robots: A tutorial. In:
Automatica 25 (1989), S. 877-888



142 Literaturverzeichnis

[64] BRUNOTTE, C.: Regelung und Identifizierung von Linearmotoren fiir Werkzeugmaschi-

nen, Technische Universitdt Braunschweig, Diss., 2001

[65] Rocco, P.: Stability of PID Control for Industrial Robot Arms. In: IEEE Transactions
on Robotics and Automation 12 (1996), S. 606614

[66] SiciLiano, B. (Hrsg.) ; KHATIB, O. (Hrsg.): Handbook of Robotics. Springer Verlag,
2008

[67] BERNSTEIN, D. S.: Matriz Mathematics Theory, Facts and Formulas with Application
to Linear Systems Theory. Princeton University Press, 2005

[68] KUYPERS, F.: Klassische Mechanik. Wiley-VCH, 1997



