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Zusammenfassung

Zur Verallgemeinerung von abelschen schiefaffinen Raume (vgl. etwa [3] oder [4]) werden in die-
ser Arbeit nilpotente und aufiésbare Rdume eingefiihrt, so dafl auch beziiglich dieser Konzepte
in allgemeinen schiefaffinen Radumen Analogien zu wesentlichen gruppentheoretischen Aussagen
gelten.

Hierzu wird zunéchst die Parallelogramm-Schliefflungsaussage erweitert und damit die Vertausch-
barkeit von Richtungen eingefiihrt. In einem abelschen Raum sind alle Richtungen miteinander
vertauschbar. Diejenigen Richtungen, die mit allen anderen vertauschbar sind, erzeugen eine
Parallelklasse von Teilrdumen. Jeder dieser Teilrdume wird als Zentrum bezeichnet. Ein Zen-
trum ist Normalteiler des Raumes; im allgemeinen ist es jedoch nicht abelsch. Aulerdem werden
Teilraume gekennzeichnet, die dhnliche Eigenschaften besitzen wie die Kommutatorgruppe einer
Gruppe. So ist beispielsweise ein Faktorraum eines schiefaffinen Raumes abelsch, wenn er durch
Teilen durch einen Kommutatorraum gebildet wird. Wie in der Gruppentheorie ist es nahelie-
gend, die Kommutatorraumbildung zu iterieren. In einem schiefaffinen Raum existiert genau
dann eine abelsche Normalreihe, wenn ein n-ter einelementiger Kommutatorraum existiert.

Die Ubertragung des Begriffes Zentralreihe fithrt zunéchst zu einer Unterscheidung von Zentral-
reihen und Kommutatorreihen in schiefaffinen Rédumen. Es zeigt sich jedoch, dafl jede Kommu-
tatorreihe eine Zentralreihe ist. Gelten in einem schiefaffinen Raum zusétzliche Bedingungen,
so ist auch die Umkehrung dieser Aussage richtig. Nilpotente Rdume werden daher iiber die
Existenz einer abbrechenden Kommutatorreihe eingefithrt. Abelsche schiefaffine Rdume sind nil-
potent. Ebenso ist ein beliebiger Teilraum eines nilpotenten Raumes nilpotent. Ein Faktorraum
eines nilpotenten Raumes ist nilpotent, wenn er durch Teilen durch einen Normalteiler gebildet
wird. Aulerdem ist das homomorphe Bild eines nilpotenten Raumes nilpotent.

Ein schiefaffiner Raum heifit auflosbar, falls er eine abelsche Normalreihe besitzt. Auch fiir
auflésbare Raume gelten einige Aussagen, die Analogien zu gruppentheoretischen Aussagen dar-
stellen: So ist beispielsweise ein nilpotenter Raum auflosbar. Ist ein Normalteiler eines schiefaf-
finen Raumes X und der damit gebildete Normalteiler auflésbar, so ist X auflésbar. Auflerdem
tibertrégt sich die Auflosbarkeit eines Raumes auf beliebige Teilriume und jeden Faktorraum,
der mittels eines Normalteilers gebildet wird.

Zum Abschlufl der Arbeit werden Beispiele fiir Frweiterungen schiefaffiner Rdume angegeben:
Faserrdume iiber einem beliebigen schiefaffinen Raum und das spezielle Produkt zweier schiefaffi-
ner Rdume. Die Untersuchungen solcher Rdume zeigen schliefSlich, daf} es eine Reihe nichttrivialer
Beispiele fiir nilpotente und auflésbare Raume gibt.

Schlagworte: Nichtkommutative Geometrie, schiefaffine Rdume, Analogien zu gruppentheore-
tischen Aussagen



Abstract

In order to generalize abelian skewaffine spaces (cf. e.g. [3] or [4]) this thesis introduces nilpotent
and soluble spaces, so that there are - referring to these concepts as well - analogies to essential
group-theoretical statements in general skewaffine spaces.

Therefore, the parallelogram-condition is extended. Alone with this, the permutability of direc-
tions is introduced. In an abelian space any two directions are permutable. Those directions,
that commutes with all others, induce a parallel class of subspaces. Each of these subspaces is
called a centre. A centre is a normal subspace, which is not necessarily abelian. In addition,
subspaces are identified, whose properties are similar to those of the commutator group of a
group. For example, a factor space of a skewaffine space is abelian, if it results from division
by a so-called commutator space. As in group theory, it is reasonable to iterate the generation
of commutator spaces. In a skewaffine space an abelian normal series exists if and only if an
n-th commutator space exists which consists of one element. The study of an analogue of the
central series first leads to a distinction between central series and so-called commutator series
in skewaffine spaces. Then it is shown, however, that each commutator series is a central se-
ries. The inverse of this statement is valid if the skewaffine space satifies additional conditions.
Therefore, nilpotent spaces are introduced by virtue of the existence of a truncated commutator
series. Abelian skewaffine spaces are nilpotent, just as arbitrary subspaces of nilpotent spaces.
A factor space of a nilpotent space is nilpotent if it results from division by a normal subspace.
In addition, the homomorphic imagine of a nilpotent space is nilpotent. A skewaffine space is
called soluble if it has an abelian normal series. For soluble spaces, some statements analogous
to group-theoretical ones are valid, too. For example, a nilpotent space is soluble. If the normal
subspace of a skewaffine space X is soluble and so is the factor space, that is resulting from it,
then X is soluble. Furthermore, the solubility of a space is transferred to arbitrary subspaces
and every factor space that is built via a normal subspace.

To conclude this thesis, there are examples for the extensions of skewaffine spaces: fiber spaces
over an arbitrary skewaffine space and the so called special product of two skewaffine spaces. The
examination of such spaces reveals that there is a number of non-trivial examples for nilpotent
and soluble spaces.

keywords: non-commutative geometry, skewaffine spaces, analogies to group-theoretical state-
ments
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Einleitung

Die schiefaffine Geometrie ist ein Teilgebiet der nichtkommutativen Geometrie, die Anfang der
siebziger Jahre von André eingefiihrt wurde. In kommutativen Inzidenzstrukturen ist die Ver-
bindungsgeradenbildung kommutativ, d.h. fiir je zwei Punkte stimmen die Verbindungsgeraden
a,b und b, a iiberein. Beispiele fiir solche Raume sind affine und projektive Riume. Verzichtet
man auf die Kommutativitit der Verbindungsoperation, so gelangt man zu den nichtkommu-
tativen geometrischen Riumen. Beispiele dafiir sind fastaffine Rdume. Hier wird einem Fast-
vektorraum ein fastaffiner Raum zugeordnet. Dies geschieht in Analogie zur Konstruktion von
affinen Rdumen aus Vektorrdumen. Die fastaffinen Riéume wurden beispielsweise von André
1975 und Tecklenburg 1981 in bezug auf klassische geometrische Aspekte untersucht. Weitere
Beispiele nichtkommutativer Rdume sind die schiefaffinen Rdume. In ihnen gilt zusétzlich die
Tamaschke-Bedingung - anschaulich formuliert erlaubt diese das Abtragen #hnlicher Dreiecke -
und die nichtkommutative Version des euklidischen Parallelenaxioms (kurz (PA)). Ein schiefaf-
finer Raum ist genau dann affin, wenn die Verbindungsoperation kommutativ ist (vgl. [2]).

Pfalzgraf stellte 1984 in [10] ein neues Modell zur Beschreibung nichtkommutativer Geometrien
vor. Hier geht man von einer nichtleeren Menge X (Punktmenge), einer Menge D (Richtungs-
menge) und einer surjektiven Abbildung () : X — D aus. Die ()-Abbildung enthéilt alle geometri-
schen Informationen iiber den Raum, insbesondere iiber die Gestalt der Linien. In diesem Modell
ist der Begriff der Richtung also ein zentraler Begriff. In der Geometrie ist dies eine uniibliche
Sichtweise. Sie bietet aber die Moglichkeit, diese Geometrien aus einer neuen Perspektive zu
betrachten und wesentliche neue Erkenntnisse zu erlangen:

In [10] gelang es Pfalzgraf, Entsprechungen einiger gruppentheoretischer Konzepte und Sachver-
halte in nichtkommutativen Radumen, die (PA) erfiillen, zu entwickeln. Als wesentliche Beispiele
sind der Homomorphiesatz und der 2. Isomorphiesatz der Gruppentheorie zu nennen.

Die Betrachtung gruppentheoretischer Aspekte in schiefaffinen Rdumen setzte André in [3] fort.
Hier bewies er die Existenz einer Bijektion zwischen der Klasse der Gruppen und einer speziellen
Klasse schiefaffiner Rdume. Daher kann man in diesen Rdumen gruppentheoretische Konzepte
studieren. Ein weiterer Schritt ist dann ein Versuch der Verallgemeinerung dieser Konzepte auf
beliebige schiefaffine Radume. In diesem Sinne hat André 1987 abelsche Raume eingefiihrt.



In [5] kennzeichnete André Riéume, die als Verallgemeinerung von p-Gruppen und Sylowgruppen
angesehen werden kénnen und tibertrug insbesondere den Basissatz fiir endlich erzeugte abelsche
Gruppen auf spezielle abelsche schiefaffine Rdume.

Geisert hat in [7] Analogien zum 1. Isomorphiesatz und zum Schmetterlingslemma von Zassen-
haus in allgemeinen schiefaffinen Rdumen bewiesen. Er fithrte Normalreihen und Kompositi-
onsreihen entsprechend ihren gruppentheoretischen Vorbildern ein und zeigte die geometrischen
Entsprechungen des Verfeinerungssatzes von Schreier und des Satzes von Jordan-Hélder iiber
Kompositionsreihen.

In der vorliegenden Arbeit werden weitere Analogien zu gruppentheoretischen Begriffsbildungen
in der Theorie schiefaffiner Rdume herausgearbeitet. Es gelingt die Einfithrung nilpotenter und
auflosbarer Raume, so dafl auch beziiglich dieser Konzepte in allgemeinen schiefaffinen Rdumen
Analogien zu wesentlichen gruppentheoretischen Aussagen gelten. Insbesondere sind auch in der
schiefaffinen Geometrie die folgenden Implikationen erfiillt:

abelsch —  nilpotent —  auflésbar
Fine Klasse von Beispielen zeigt, dafl im allgemeinen jedoch gilt:

zyklisch  #  abelsch

Zunichst wird die Parallelogramm-Schlieffungsaussage erweitert und damit die Vertauschbar-
keit von Richtungen eingefithrt. In einem abelschen Raum sind alle Richtungen miteinander
vertauschbar. In beliebigen schiefaffinen Rédum erzeugen diejenigen Richtungen, die mit allen
anderen vertauschbar sind, eine Parallelklasse von Teilrdumen. Jeder dieser Teilrdume wird als
Zentrum bezeichnet. Ein Zentrum ist Normalteiler des Raumes, im allgemeinen jedoch nicht
abelsch. Auflerdem werden Teilriume gekennzeichnet, die dhnliche Eigenschaften besitzen wie
die Kommutatorgruppe einer Gruppe. So ist beispielsweise ein Faktorraum eines schiefaffinen
Raumes abelsch, wenn er durch Teilen durch einen Kommutatorraum gebildet wird (vgl. Satz
2.4.5). Wie in der Gruppentheorie ist es naheliegend, die Kommutatorraumbildung zu iterieren.
In einem schiefaffinen Raum existiert genau dann eine abelsche Normalreihe, wenn ein n-ter
einelementiger Kommutatorraum existiert (vgl. Satz 3.0.6).

Die Ubertragung des Begriffes Zentralreihe fithrt zunéchst zu einer Unterscheidung von Zentral-
reihen und Kommutatorreihen in schiefaffinen Rédumen. Es zeigt sich jedoch, dafl jede Kommu-
tatorreihe eine Zentralreihe ist (vgl. Satz 3.2.9). Gelten in einem schiefaffinen Raum zusétzliche
Bedingungen, so ist auch die Umkehrung dieser Aussage richtig.

Nilpotente Rdume werden iiber die Existenz einer abbrechenden Kommutatorreihe eingefiihrt.
Abelsche schiefaffine Rdume sind nilpotent. Ebenso ist ein beliebiger Teilraum eines nilpotenten
Raumes nilpotent. Ein Faktorraum eines nilpotenten Raumes ist nilpotent, wenn er durch Teilen
durch einen Normalteiler gebildet wird (vgl. Satz 4.1.4). Aulerdem ist das homomorphe Bild
eines nilpotenten Raumes nilpotent.

Ein schiefaffiner Raum heifit auflosbar, falls er eine abelsche Normalreihe besitzt. Auch fiir
auflosbare Rdume gelten einige Aussagen, die Analogien zu gruppentheoretischen Aussagen dar-
stellen: So ist beispielsweise ein nilpotenter Raum auflosbar. Ist ein Normalteiler eines schiefaf-
finen Raumes X und der damit gebildete Normalteiler auflésbar, so ist X auflésbar (vgl. Satz



4.2.3). Auflerdem iibertrégt sich die Auflosbarkeit eines Raumes auf beliebige Teilrdume und
jeden Faktorraum, der mit einem Normalteilers gebildet wird.

Zum Abschlufl der Arbeit werden Beispiele fiir Frweiterungen schiefaffiner Rdume angegeben:
Faserrdume iiber einem beliebigen schiefaffinen Raum und das spezielle Produkt zweier schiefaf-
finer Rdume. Die Untersuchung solcher Rdume zeigt schliefflich, daf} es eine Reihe nichttrivialer
Beispiele fiir nilpotente und auflésbare Raume gibt.

Herrn Prof. H. Hotje danke ich herzlich fiir die Betreuung bei der Entstehung dieser Dissertation.
Durch zahlreiche Anregungen und wertvolle Ratschlidge hat er die Anfertigung dieser Arbeit
wesentlich gefordert.



Kapitel 1

Schiefaffine Geometrie

In diesem Kapitel werden die fiir diese Arbeit relevanten Grundlagen der schiefaffinen Geometrie
bereitgestellt. Schiefaffine Rdume werden im ersten Abschnitt eingefithrt. Im zweiten wird der
Teilraumbegriff behandelt. Eine Kennzeichnung von Teilriumen steht dabei im Mittelpunkt,
im Laufe der Arbeit wird immer wieder darauf zuriickgegriffen. Morphismen und Faktorrdume
werden im dritten Abschnitt eingefiihrt. Auflerdem werden einige wesentliche Aussagen, wie
beispielweise die Isomorphieséitze der schiefaffinen Geometrie, bereitgestellt. Die Definitionen
und Sétze dieses Kapitels sind aus [4], [5], [7], [10] und [11] zusammengestellt. Als Grundlage ist
[5] gewihlt. Weitere Quellen werden explizit angegeben.

1.1 Bezeichnungen und Vereinbarungen

Fiir eine beliebige Menge X setze X := {(x,y) € X?| 2 # y}. Ist f : X — Y eine Abbildung
und Z C X, so wird die Restriktion von f auf Z mit f|, bezeichnet.

Aus der Gruppentheorie werden die iiblichen Notationen {ibernommen. Das neutrale Element
einer Gruppe (G, -) wird stets mit 15 bezeichnet. Fiir g, h € G setze gh := g - h. Es sei H eine
Untergruppe und N ein Normalteiler von G. Dann bezeichnet gH die Linksnebenklasse von H

durch g und G/ )y die Faktorgruppe von G nach N.

1.2 Schiefaffine Raume

Schiefaffine Rdume sind spezielle nichtkommutative Rdume. Die Beschreibung der hier eingefiihr-
ten nichtkommutativen Rdume basiert im wesentlichen auf dem Modell von Pfalzgraf aus [10].
Sie wird ergénzt durch die Bedingung (1.1), die aus [5] stammt.

4



Definition 1.2.1  Es seien X und D disjunkte Mengen und X nichtleer.

. X2 - D
<>'{ (@) — (&)

sei eine surjektive Abbildung, fiir die gilt
Va,y,z € X mit (z,2) = (y,2): y==2 (1.1)
Dann heifit das Tripel (X, (), D) nichtkommutativer Raum. Die Elemente von X heiflen Punkte,

die von D Richtungen des Raumes. (z,y) heiit Richtung von = nach y.

Im folgenden sei (X, (), D) ein nichtkommutativer Raum. Zur Abkiirzung wird er im fortlaufen-
den Text auch mit X bezeichnet. Aulerdem seien F := {(z,x)|z € X} und R := {(z,y)| (x,y) €
X(z)}. Damit ist D = EUR. E heifit die Menge der Eckenrichtungen von X.

Die Menge der Linien von X erhélt man mittels folgender Abbildung:

D:{XQU(XXD) — P(XUD)
(z,y) — 2Dy

mit
{z} U{{z,y)} U{z € X[(x,y) = (z,2)} falls yeX
20y = | WU Uz e Xl(z,2) =y} falls  y € D und
1, {z € X|(z,2) =y} #0
sonst

Es bezeichne
L£:=0 (X(Q) U (XxR))

die Menge der (erweiterten) Linien. Fiir L € £ heifit + € X Aufpunkt von L, in Zeichen x F L,
wenn gilt:
Jy € L mit L =x0y

Eine Linie heifit Gerade, falls jeder Punkt der Linie Aufpunkt der Linie ist. Es seien z,y € X
und weiter sei ) # L € £ mit L = x0y. Dann gilt:
(i) z,y € z0y (Inzidenz)

(i) Vze L\{z}: L =20z (Austausch)

Eine Parallelstruktur auf £ ergibt sich wie folgt:

| :=={(L,M) € L] (Imyi,ma €M mit mOmy = M und
Hll,lg € L mit llljl2 = L) <l1,l2> = <m1,m2>}

Die Relation || ist eine Aquivalenzrelation.



Definition 1.2.2
X heift transitiv, wenn fiir alle z,y, z € X ein w € X existiert mit (x,y) = (z, w).

Ist X transitiv, so gibt es genau eine Eckenrichtung. Auflerdem sind folgende Aussagen dquiva-
lent:
(i) X ist transitiv.

(i) Vee X VLe LI MeLlL: L|Mundzk M
(euklidische Parallelenbedingung)

Definition 1.2.3

(i) X heiBt adjungiert, wenn gilt:
Y (2,y), (u,0) € X mit (z,y) = (u,0) :  (y,2) = (v,u)

(ii) Es sei X ein adjungierter Raum. Dann ist die Abbildung

1 D — D
Cld=(ry) — = (y,a)

wohldefiniert, und ad? ist die identische Abbildung auf D. Eine Teilmenge A C D heifit
adjungiert, wenn fiir alle d € A auch d®d € A ist.

(iii) Es sei d € D. Die Richtung d heift selbstadjungiert, falls d = d® ist.

Definition 1.2.4 X heifit schiefaffin, falls folgende Bedingungen erfiillt sind:

(i) X ist transitiv.

(ii) Fiir (z,9), (u,v) € X? mit (x,y) = (u,v) und fiir z € X gelte:
Simg(z,y, z;u,v) &= Jw e X : (x,2) = (u,w) und (y, z) = (v, w)

(Tamaschke-Bedingung)
Bemerkung: Ein schiefaffiner Raum ist stets adjungiert.

Beispiele:

1. Jeder affine Raum ist schiefaffin.
2. Der Kreisraum (vgl. [10], 2.14): Hier ist X := R?, D := Rx( und
0 { X2 - D
@y = (zy) =l -y

Fiir z,y € X mit x # y ist damit die Linie von x nach y der Kreis um z durch y, wobei
der Punkt x ebenfalls ein Punkt der Linie ist.



3. Der spezielle Gruppenraum F'(G) iiber einer Gruppe (G,-). Hier setzt man X = G,
D :={l1g}*xG und
0 { X2 - D
| @y = (a2 ly)
Damit ist F'(G) = (X, (), D) ein schiefaffiner Raum.

4. Es sei (G, -) eine Gruppe. Nach [12], 3.1 heifit ein Raum (B, ()5, D) Gruppenfaserraum
iiber G, wenn es eine surjektive Abbildung 7 : B — F(G) gibt, und es gilt:

B? — Dp=GU{g}

(s g 'h fallszenl(g), yer t(h)und x £y

(@.y) { g sonst
Fiir g € G heiit 71(g) Faser iiber g und |7~!(g)| heifit Linge der Faser. Die Fasern sind
Geraden im Gruppenfaserraum, denn

Vg e (@ '@)?: (@) =) =1¢

Auflerdem ist B = UgEG 771(g). Ein Gruppenfaserraum iiber einer Gruppe G wird im
folgenden mit GF(G) bezeichnet. Falls alle Fasern die Lénge 2 haben oder alle mindestens
die Linge 3 haben, so ist der Raum GF(G) schiefaffin. Haben alle Fasern die Lénge 1, so ist
er isomorph zum speziellen Gruppenraum F(G). Das wichtigste Merkmal solcher Riume
ist, daf nicht alle Fasern die gleiche Linge haben miissen, damit der Raum schiefaffin ist.



1.3 Teilrdume
Im folgenden sei (X, (), D) stets ein schiefaffiner Raum.

Definition 1.3.1  Es sei T eine nichtleere Teilmenge von X und 2’ € X.

(i) T heiBt Teilraum von X (in Zeichen T' < X), wenn gilt:

Vr,s,t €T Ve e X mit (r,s) = (t,x): €T

(i1) {2'}, X heiBen triviale Teilriume von X.

(iii) X heifit primitiv, falls X nur triviale Teilrdume besitzt und | X| > 1 ist.

Es bezeichne
T(X):={T Cc X|T < X} die Menge der Teilrdiume von X,
T, (X) :={T € T(X)| 2/ € T} das Teilraumbiindel von X durch 2/, und
Dy :={de€ D|3s,t € T mit (s,t) = d} die Menge der Richtungen von T

Anmerkung: Im Gegensatz zu der Definition von Teilrdumen in [5] wird die leere Menge nicht
als Teilraum von X aufgefaflt.

Bemerkung 1.3.2  (vgl. auch [7], §2 (2), (4), (6))
Essei z € X und fir i =1...,n seien T; € 7,(X). Dann gilt:

(i) Nizy T; ist ein Teilraum von X. Insbesondere ist (V) D7, = Dnr 15,

(ii) Es sei S € X. Dann heiit [S] := ({T € 7(X)| S C T} das Erzeugnis von S in X. Fiir
T,R € T(X) setze [T, R] :== [T'U R] und fiir z,y € X setze [z,y] := [{z,y}].

(iii) Es sei T' ein Teilraum von X, dann ist (7', ()|, D7) ebenfalls ein schiefaffiner Raum; er
wird im folgenden mit 71" bezeichnet.

(iv) Eine Parallelstruktur auf der Menge der Teilrdume ldfit sich iiber die Richtungsmengen
der Teilrdume definieren: S und 7T seien Teilrdume von X. Sie heiflen parallel zueinander,
in Zeichen S||T', wenn gilt:

Dg = Drp

Auch die Relation || ist eine Aquivalenzrelation.

Beispiel: Eine beliebige Linie ist im allgemeinen kein Teilraum von X. Jede Gerade ist ein
Teilraum von X. Zwei Geraden sind genau dann als Teilrdume parallel zueinander, wenn sie als
Linien parallel zueinander sind.

Im folgenden wird eine Kennzeichnung von Teilriumen schiefaffiner Rdume angegeben (vgl. [4],

§3):



Definition 1.3.3 Es sei x € X und A eine nichtleere Teilmenge von D.

(i) Das (n + 1)-Tupel (zg,...,z,) € X" heift A-Pfad der Linge n von x¢ nach x,, wenn
gilt:
Vi€ {1,... ,n} : <xi_1,xi> cA
(ii) Die Abbildung

X2 = NU{x}

da : falls kein A-Pfad von x nach y existiert

00

(@) min{k € N| 3 A-Pfad von x nach y der Linge k} sonst
heift A-Abstand.

(iii) Es sei

b PO = P
T A~ {z}u{y e X|da(z,y) < oo}

E,(A) heiit Menge der von x aus unter A erreichbaren Punkte.
Anmerkung: In [4] wird die Menge E,(A) mit xA bezeichnet.

Satz 1.3.4 Essei x € X und T ein Teilraum von X. A, B seien Teilmengen von D, wobei A
adjungiert sei. Dann ist E,(A) ein Teilraum von X. Fiir allet € T ist T = E,(Dr).

Ist X ein endlicher Raum, so ist E,(B) ein Teilraum von X und E,(B) = E,(B U pady,

Definition 1.3.5 Es sei z € X und 7T ein Teilraum von X. Dann heifit {z||T} := E,(Dr)
der zu T parallele Teilraum durch .

Satz 1.3.6  Es seien z,y € X und T ein Teilraum von X. Dann gilt:
(i) E-(Dr)||T
(ii) Ex(Dr) N Ey(Dr) #0 = E.(Dr) = Ey(Dr)

Definition 1.3.7  Ein Teilraum 7" von X heifit normal in X oder Normalteiler von X (in
Zeichen T' <1 X), wenn gilt:

Vs,teT Yee X Jye{z|T}: (s,z) = (t,y)

Beispiele:
1. Die trivialen Teilrdume von X sind stets normal in X.

2. Man kann sich leicht {iberlegen, daf jede Faser eines Gruppenfaserraumes iiber einer Gruppe
ein Normalteiler des Gruppenfaserraumes ist.



Satz 1.3.8  (vgl. [7], §3 (6))
Es sei G eine Gruppe und H eine Untergruppe von G. Dann gilt:

VeeQ: ol = {z|H} < F(G)

und
VI <F(G): 1gT <G

AuBerdem gilt:
H<aG << VgeG:{g|H}<F(Q)

Lemma 1.3.9 Esseixz € X und S,T € 7,(X) mit T < X. Dann ist S NT ein Normalteiler
von S.

Lemma 1.3.10 Esseien S,T € T(X) mit S < T. Dann gilt:
Vee X : {z||S} < {z||T}

Ist S normal in T, so folgt:
Vee X : {z||S} <{z||T}

Anmerkung: Das Lemma 1.3.10 folgt aus Satz 1.3.4 und [7], §3 (4).
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1.4 Morphismen und Faktorridume

Den Kern dieses Abschnitts bilden die Faktorrdume. Ein Faktorraum eines Raumes X entsteht
durch das Teilen von X durch einen seiner Teilrdume. Ist X schiefaffin, so ist auch der Faktor-
raum schiefaffin. Im zweiten Teil betrachten wir zunéchst die Fortsetzung eines Morphismus auf
die Menge der Richtungen und definieren damit Homomorphismen. Der Homomorphiesatz und
die Isomorphiesétze der schiefaffinen Geometrie werden im letzten Abschnitt bereitgestellt.

Definition 1.4.1  Essei (X', (), D’) ein schiefaffiner Raum. Die Abbildung ¢ : X — X’ heift
Morphismus, wenn gilt:

¥ (@,9), (u,0) € X mit (z,y) = (u,0) 1 (o(@), () = (p(u), p(v))’
FEin Morphismus ¢ heifit Isomorphismus, wenn gilt:

1

@ ist bijektiv und ¢~ ist ein Morphismus.

Die Rdume X und X’ heiflen isomorph zueinander, in Zeichen X = X', falls ein Isomorphismus
von X nach X' existiert.

Definition 1.4.2  (vgl. auch [7], §2 (7))
Es sei T ein Teilraum von X. Setze:

Xp = el T} € X}
D,y = LTI | oy € X} i
{zIT} AT} = {d € DI 32’ € {al|T} 3y € {y|T}: d = (',y'))

X 2
o Ul = o)
(AT} AT~ (GeITh (T

Dann heif3t (X/T, ()),D/x > Faktorraum von X nach T. Die Abbildung
(V)
X
il X
r — {z||T}

heifit kanonische Projektion von X auf X/T.

Satz 1.4.3  Es sei T ein Teilraum von X und 7 die kanonische Projektion von X auf X/T.
Dann gilt:
Der Faktorraum X/ T Ist schiefaffin.
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Satz 1.4.4  (vgl [7], §2 (9))
Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und T ein Teilraum von X. Dann ist die kanonische
Projektion np ein surjektiver Morphismus.

Beispiel:  Es sei G eine Gruppe und GF(G) ein Gruppenfaserraum iiber G und T eine Faser
von GF(G). 7 sei die zugehorige surjektive Abbildung von GF(G) auf G. Desweiteren sei F(Q)
der spezielle Gruppenraum iiber G. Dann ist offenbar GF(G) geteilt durch T isomorph zu F(G).
Ein Isomorphismus ist etwa

f:{ O~ Fa)
@Iy = (lar@)

Satz 1.4.5 ([7], 83 (6))
Es sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und g € G. Dann gilt:

P (%) = MYy = T iy

Lemma 1.4.6  (vgl [11], Satz 5.1 (2))
Es sei T ein Teilraum von X, der xg € X enthélt. U sei ein Teilraum von X/T, der T enthélt.
Dann gilt:
7 U
WU EeT,(X): U= /T

Lemma 1.4.7  (vgl [7], 84 (7))
Es seien Uund T Teilrdume von X mit T' < U, auBerdem sei T' Normalteiler von X. Dann gilt:

U/T<1X/T & U< X

Bemerkung: Es sei (X', ()/,D’) ein schiefaffiner Raum und m : X — X’ ein Morphismus.
Dann existiert eine eindeutig bestimmte Fortsetzung von m auf die Menge der Richtungen von
X. Auch sie werde im folgenden mit m bezeichnet. Es ist m({z,y)) = (m(z), m(y))’ fir z,y € X.
Die Fortsetzung ist wohldefiniert, da m ein Morphismus ist.

Definition 1.4.8 Ein Morphismus ¢ heifit Homomorphismus, falls

V(z,y) € X*: o(x0y) = o(z)0p(y)

Satz 1.4.9  Homomorphiesatz (vgl. [11], Satz 5.5)
Es seien X und Y schiefaffine Rdume und f : X — Y ein surjektiver Homomorphismus. Dann
gilt:

INGX: f(X) = X/N
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Satz 1.4.10 1. Isomorphiesatz (vgl. [7], §5 (3))
Es seien S und T Teilrdume von X, deren Schnitt nichtleer ist. Desweiteren sei 1" normal in X.

Dann gilt:
S/SmT = [S’T]/T

Satz 1.4.11 2. Isomorphiesatz (vgl. [11], Satz 5.7)
Es seien S und T Teilrdume von X mit S C T. Dann gilt:

X/T ~ X/S/T/S
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Kapitel 2

Die PGM-Aussage

Im ersten Abschnitt betrachten wir abelsche schiefaffine Raume. Ein Raum heifit abelsch, wenn
je drei Punkte die Parallelogramm-Schlieffungsaussage (kurz PGM-Aussage) erfiillen. Im folgen-
den Abschnitt werden verwandte SchlieBungsaussagen definiert. Uber diese 1ift sich die Ver-
tauschbarkeit von Richtungen einfithren. Man gelangt zu einer dquivalenten Charakterisierung
abelscher schiefaffiner Rédume (vgl. Satz 2.2.7).

Diejenigen Richtungen eines schiefaffinen Raumes, die mit allen anderen vertauschbar sind,
erzeugen eine Parallelklasse von Teilrdumen. Jeder dieser Teilrdume wird als Zentrum bezeichnet.
Die Eigenschaften solcher Zentren werden im dritten Abschnitt beschrieben.

Im letzten Abschnitt werden Teilriume gekennzeichnet, die dhnliche Eigenschaften besitzen wie
die Kommutatorgruppe einer Gruppe. So ist beispielsweise ein Faktorraum eines schiefaffinen
Raumes abelsch, wenn er durch Teilen durch einen Teilraum gebildet wird, der einen Kommu-
tatorraum enthélt (vgl. Satz 2.4.6). Auch zu diesen Kommutatorrdumen gelangt man durch die
Analyse der Auswirkungen der PGM-Aussage in einem schiefaffinen Raum. Hier betrachtet man
auch diejenigen Tripel von Punkten, zu denen kein vierter Parallelogrammpunkt existiert.

Im folgenden wird in dieser Arbeit an einigen Stellen auf Definitionen und Satze der Gruppen-
theorie hingewiesen. Referenzen hierfiir sind [8] und [9].

2.1 Abelsche Riaume

Dieser Abschnitt entstammt [5], Kap.10. Als weitere Quelle ist dort [7] angegeben.

Definition 2.1.1  (vgl. auch [4], III §4 (1))
Es sei X ein schiefaffiner Raum und x,y,z € X.

Pegm(z,y,2) & Jwe X : (z,y) = (z,w) und (z,2) = (y,w)
(Parallelogramm-SchlieBungsaussage)

X heif3t abelsch, falls alle z,y, z € X die PGM-Aussage erfiillen.
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Bemerkung 2.1.2  Ein schiefaffiner Raum X ist abelsch, wenn fiir alle x,y,z € X mit z,y, z
paarweise verschieden Pgm(x,y, ) gilt. Die iibrigen Fille sind trivialerweise erfiillt, denn:

(i) Fir x = y und z # x setze w := z.
(ii) Fir x = z und y # x setze w :=y.
(iii) Fiir x = y = 2 setze w := x.

Beispiele:

1. Jede Gerade von X ist abelsch.

2. Es sei T ein abelscher Teilraum von X. Man iiberlegt sich leicht, daf fiir alle x € X auch
{z||T} abelsch ist.

Satz 2.1.3  (vgl auch [3], Satz 3.4)
Es sei G eine Gruppe und F(G) der spezielle Gruppenraum iiber G. Dann gilt: G ist genau dann
abelsch, wenn F(G) abelsch ist.

Satz 2.1.4  Es sei (X,(),D) abelsch und T ein Teilraum von X. Dann sind T und X/T
abelsch.

Satz 2.1.5  Es sei (X, (), D) ein abelscher Raum und T ein Teilraum von X. Dann ist T' ein
Normalteiler von X.

2.2  Vertauschbarkeit von Richtungen

In diesem Abschnitt wird zunichst die PGM-Aussage erweitert und damit die Vertauschbarkeit
von Richtungen eingefiihrt.

Definition 2.2.1 Esseize X,de D, D'C D und X' C X.

(i) X erfiillt die SchlieBungsaussage Pgm(x,d), wenn gilt:

Vy € x0d\{d} Ve e DVz € z0e\{e} : Pgm(x,y,2)

(ii) X erfiillt die SchlieBungsaussage Pgm(X’, d), wenn gilt:

Vo' e X' X erfiillt Pgm(2’, d)
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(iii) X erfiillt die SchlieBungsaussage Pgm(z, D), wenn gilt:

vd e D': X erfiillt Pgm(z,d)
(iv) X erfiillt die SchlieBungsaussage Pgm(X’, D’), wenn gilt:
Vo' e X': X erfiillt Pgm(z’, D)

Lemma 2.2.2 Essei x € X, und es existiere eine Richtung d € D, so daf X die SchlieBungs-
aussage Pgm(x,d) erfiillt ist. Dann gilt:

X erfiillt Pgm(X,d)

Beweis: Es sei a € X. Dann ist zu zeigen: X erfiillt Pgm(a, d). Nach Bemerkung 2.1.2 geniigt
es zu zeigen:

Fiir e € D und b € aOd\{a,d},c € a0e\{a,b,e} : Pgm(a,b,c)
Da X transitiv ist, gilt:
Jy € z0d\{x,d} :  (a,b) = (2,y)
Mit Simgs(a, b, c; z,y) folgt:
dzeX: (a,c)={(x,2z) und (b,c) = (y, 2)

Mit Pgm(z,y, z) folgt:

JweX: (r,y)=(zw)und (z,z) = (y,w)
Mit Sims(y, z, w; b, ) folgt:

Jd' € X: (y,w) = (b,ad’) und (z,w) = (c,d’)

Insgesamt folgt die Behauptung. O
Aus Lemma 2.2.2 folgt direkt:

Lemma 2.2.3  Essei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und x € X. Dann gilt:

Pgm(z, D) < Pgm(X,D)

Definition 2.2.4  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum, d € D und x € X. Die Richtung
d ist in X mit allen Richtungen e € D vertauschbar, falls X die Schlieungsaussage Pgm(z, d)
erfiillt.
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Bemerkung 2.2.5 Die Eckenrichtung eines schiefaffinen Raumes X ist eindeutig bestimmt,
d.h. fir x € X ist (z,z) die Eckenrichtung von X. Es gilt: Die Eckenrichtung ist mit allen
Richtungen d € D vertauschbar. Betrachte dazu y € xO(x,z)\ {(z,z)} und z € z0d\ {d}.
Dann ist y = x und mit Bemerkung 2.1.2 (ii), (iii) folgt, dafl Pgm(z, (z,x)) erfillt ist. Die
gruppentheoretische Analogie dieser Aussage ist, dal das Einselement einer Gruppe mit jedem
Element der Gruppe vertauschbar ist.

Lemma 2.2.6 Essei Dy die Menge der Richtungen von X, die mit allen anderen vertauschbar
sind. Dann gilt:

Dz = Dy

Beweis: Es sei © € X. X erfiillt fiir alle dz € Dy die Aussagen Pgm(X,dz). Nach Lemma
2.2.2 und Bemerkung 2.2.5 geniigt es zu zeigen, dal X fiir alle dy € Dz \{(z,z)} die Aussa-
ge Pgm(z, d3d) erfiillt. Es sei also y € X mit (z,y) = dz. Desweiteren sei (2/,y') € X®@ mit
(' y) = d%d, und es sei 2’ € X \{2/,y'}. Nach Voraussetzung gilt:

(v, 2) = (x,y) = dz und (z,y) = (y,2)
Mit Simg(y/', 2, 2’; x, y) folgt:
JzeX: (,7)=(x,2)und (2',2) = (y, 2)
Mit Pgm(z,y, z) folgt:
JweX: (z,y)=(zw) und (z,z) = (y, w)
Mit Sima(y,w, z;y', 2’) folgt:
Juw' € X1 {y,2) = (y,w') und (w, z) = (', w')

Insgesamt ist (z/,y') = (2/,w’) und (2/,2") = (¢, w'). O
Mit 2.2.3 ergibt sich folgende Charakterisierung abelscher Rdume:

Satz 2.2.7 Essei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum. Dann sind folgende Aussagen édquivalent.

(i) X ist abelsch.
(ii)) X erfiillt die SchlieBungsaussage Pgm(x, D) fiir ein z € X und damit fiir alle x € X.

(iii) Jede Richtung d € D ist mit allen Richtungen e € D vertauschbar.
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2.3 Zentren

Nach Lemma 2.2.6 ist die Menge Dz der Richtungen von X, die mit allen anderen vertauschbar
sind, gleich der Menge ihrer adjungierten Richtungen. Auflerdem ist sie nichtleer, da sie die
FEckenrichtung enthélt. Nach Satz 1.3.4 und Satz 1.3.6 fithrt Dz daher zu einer Parallelklasse
von Teilrdumen von X:

Definition 2.3.1 Es sei zg € X und Dy die Menge der Richtungen von X, die mit allen
anderen vertauschbar sind. Dann heifit

Zentrumgy (X) 1= Z3(X) := Ez,(Dz)
das Zentrum von X durch xg.
Hilfssatz 2.3.2  Es sei (X,(),D) = F(G) der spezielle Gruppenraum iiber einer Gruppe

F
G. Desweiteren seien g, h,i,u,v,w € F(G) mit (g,h) = (u,v) und (h,i) = (v,w). Dann gilt:
<g,i) = <u7w>

1 1

Beweis: Nach Voraussetzung ist g~'h = v~'v und A~ = v~'w. Daher ist g~ 'i = v~ w und

damit folgt die Behauptung.

Satz 2.3.3 Essei (X,(),D) = F(Q) der spezielle Gruppenraum iiber einer Gruppe G und
Z := Ey,(Dyz) das Zentrum von X durch 1g. Desweiteren sei Z' das Zentrum der Gruppe G.
Dann ist Z = Z'.

Beweis:

,D“ Essei z € Z'. Dann ist nach Definition (1g, z) = (1g, 2). Es sei g € G. Dann gilt:

(la,9) = (2,29) = (16, 9)
Da z € Z' ist, gilt:
(9,29) = (1,9 "'29) = (16, 2)
Also ist Pgm(1¢, g, 2) erfiillt, und damit folgt die Behauptung.

,C“: Essei z € Z. Dann ist zu zeigen:
Vge G: gz=2zg
Es sei g € G. Da z € Z ist, existiert ein Dz-Pfad von 1g nach z, etwa
Jwp, ..., wy, € Z mit wg = 1g und w, = z:  (wi—1,w;) € Dy firi=1,...,n
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Es gilt Pgm(1g,w1,g), etwa mit g; € X. Fortgesetzt erhdlt man Pgm(w;, wit1,¢;) mit
git1 € X fir i =1,...,n — 1. Mit Hilfssatz 2.3.2 folgt Pgm(1¢, z, g). Daher gilt:

JweX: (lg,2) = (g,w) und (1g,g) = (z,w)

Somit ist z = g7 'w und g = 2z~ 'w, und es ist gz = zg. Diese Aussage gilt fiir alle g € G;

damit ist z ein Element des Zentrums Z’ von G. O

Das Zentrum einer Gruppe G ist ein Normalteiler von G. Entsprechend gilt in der schiefaffinen
Geometrie:

Satz 2.3.4  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und xo € X. Dann ist Z,,(X) ein Nor-
malteiler von X.

Beweis: Seien 21,22 € Z;,(X) und z € X. Dann ist zu zeigen:
Jy e{a)|Zeg(X)} s (21,2) = (22,9)
Da z1, 23 € Ey (D7) sind, existiert ein Dz-Pfad von z; nach za:
Jwo, ..., Wy € Zyo(X) mit wp = 2z und wy, = 291 (wj—1,w;) € Dz firi=1,...,n
Mit Pgm(wo, wy, z) folgt:
dxy € X (wo,w1) = (x,z1) und (wp, x) = (w1, x1)
Also ist x1 € {x||Z3,(X)} = Zz(X). Sukzessiv ergibt sich:
dx; € {x|| Zoy (X))} 2 (wim1, wi) = (wi—1, 2;) und (wi—1, 1) = (Wi, ;)
Insgesamt ergibt sich, dafl ein z,, € {x|Z;,(X)} existiert mit (z1,x) = (22, zp). O
Bemerkung 2.3.5  Offenbar ist ein Zentrum eines abelschen Raumes immer abelsch. Ein
Zentrum eines beliebigen schiefaffinen Raumes ist trivialerweise abelsch, wenn es einelementig

ist, und auch dann, wenn es eine Gerade ist (vgl. Beispiel in 2.1). Im Gruppenfaserraum iiber
der Gruppe Sj ist beispielsweise jede Faser ein abelsches Zentrum.

Ein Zentrum eines beliebigen schiefaffinen Raumes ist im allgemeinen jedoch nicht abelsch:

Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum, der nicht abelsch ist. Der Raum 2X soll wie in [5]
gebildet werden. Dabei sei Y eine Kopie von X mit ()y := () und 2X = XUY". Desweiteren sei
DQX = DU{d} und

(XUY)? — Doy
Oox == () (o) { (u,v)  falls  w,v € X oder u,v €Y

d sonst
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Der Raum 2X ist ebenfalls nicht abelsch, da er den Raum X als Teilraum enthélt.
Behauptung: Fiir alle x € X ist das Zentrum von 2X durch z gleich 2X.

Beweis: Zunichst wird gezeigt, dafl die Richtung d € Dsyx mit allen Richtungen e € Dsx
vertauschbar ist:

Es seien 2,y € 2X mit (z,y) = d. Dann gilt
zeX AyeY oder zeY AyeX

Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei x € X. Desweiteren sei e € Dox und
z € x0e\{e}.

(i) z€ X
Dann ist die Richtung (x, z)’ € Dx und fiir alle 2’ € yO(x, 2)"\{(z, z) } gilt:

ZeY und (x,9) = (2,2

Denn nach Voraussetzung gilt fiir alle a € X und fiir alle b € Y: {(a,b) = d.
Also ist Pgm(x,y, z) erfiillt.

(ii) z€Y B
Dann ist (z,z)’ = (z,y)’ = d. Fiir alle 2’ € X gilt ebenfalls (z,2") = (y,2') =
d. Deshalb ist Pgm(x,y, 2) wieder erfiillt.

Also ist d mit allen Richtungen e € Dyx vertauschbar und ist in der Menge aller vertauschbaren
Richtungen von 2X enthalten. Offensichtlich gilt nun

E.(d) C Ey(Dzex) = Z.(2X)

Fiir alle y € Y ist («, y)_ ein d-Pfad von x nach y. Fiir alle 2’ € X ist (z,y,2') ein d-Pfad von z
nach z’. Daher ist E,{d} = 2X und damit

Zy(2X) =2X
Somit ist ein Zentrum von 2X nicht abelsch, denn 2X ist nicht abelsch. O

Das Zentrum eines schiefaffinen Raumes ist abelsch, wenn der Raum zusétzlich dem folgenden
Axiom geniigt:

Definition 2.3.6  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum. X geniigt dem Axiom (d), wenn
gilt:
Es seien x1,...,xs € X mit x1, xo, r3 paarweise verschieden und
(z1,24) = (22, 75) = (w3, T6)
Dann gilt:

((z1,22) = (w4, 75) N (22,73) = (25,76)) = (T1,73) = (T4, T)
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Anmerkung: Das Axiom (d) wird im dieser Form in [6] formuliert.

Satz 2.3.7  Essei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum, der (d) erfiillt und x¢ € X. Dann gilt:
Z2(X) ist abelsch.

Beweis: Es sei g € X. Nach Definition ist Z,,(X) = Ey,(Dz). Nach Satz 2.2.7 geniigt es zu
zeigen, daf fir y, z € Z,,(X)\{zo} mit y # z Pgm(xo, y, 2) erfiillt ist. Es seien also y, z € Z,,(X)
mit xg,y, z paarweise verschieden. Dann existiert ein minimaler Dyz-Pfad von xy nach z, etwa
(20, .., %) mit

20,...,21 € Eyy(Dz) mit 29 =x¢ und 2y =z und (zj_1,2;) € Dy firj=1,...,1

Fir 5 =1,...,[ konstruiere man sukzessiv:
Pgm(207 21, y) =

(1) w1 € Ez(z0) : (20,21) = (y,w1) und (20,y) = (21, w1)
Pgm(z1, 29, w1) =

(2) Jwe € Ez(xg) 1 (21,22) = (w1, w2) und (z1,w1) = (22, ws)

Pegm(zj_1, 25, wj—1) =

() Fwj € Ez(wo) = (zj-1,2) = (wj—1,wj) und (zj1,wj-1) = (2}, w;)

Pgm(z_1, 25, wi—1) =
(1) Jw € Ez(xo) : (z1-1,21) = (wi—1,wy) und (z_1,wi—1) = (2, w;)
Aus Schritt (1) bis (1) folgt:

(*) (0,y) = (2, wy)

Nach Konstruktion ist (y,wi,...,w;) ein Dz-Pfad von y nach w;. Nach Voraussetzung ist
(20, ..., 2) ein minimaler Dz-Pfad, daher ist g # z;, ©o # ziy1 und z; # 241 firi =1,...,1—1.
Durch sukzessives Anwenden von (d) ergibt sich:

(1) d(zo, 21, 22, y, w1, w2) = (o, 22) = (Y, wa2)

(2) d($072272’3ay7w27w3) = <.’E0723> - <y7w3>

(l - 1) d(xo,zl—lazlaval—lawl) = <$Oazl> = <yawl>

Es folgt :

(o) (zo,2) = (y,w)

Mit (%) und (*x) ergibt sich schliefllich die Aussage Pgm(zo,y, ). O
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2.4 Kommutatorriume

Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum, der nicht abelsch ist. Dann existieren Punkte z,y, z € X,
zu denen es keinen vierten Parallelogrammpunkt gibt. Das bedeutet, Pgm(x, y, z) gilt nicht. Es
seien d := (x,y) und e := (z, z), dann gilt:

(yOe) N (20d) = 0

Weiter seien nun y' € yOe\{y, e} und 2’ € 20d\ {z,d}. Dann schlieit die Richtung (y/, 2’} die
Konfiguration (x,y, z;y', 2’). Dasselbe gilt aus Symmetriegriinden auch fiir die Richtung (z’, /).
Im allgemeinen gibt es mehr als eine schliefende Richtung und deren adjungierte. Die folgende
Abbildung moge das oben dargestellte Problem verdeutlichen:

A
] - ¥ — -
VA 1 \\‘ 4'
~. i
ﬁx\\ ,‘!
\‘\‘ {
i
i
)
X | y

Jedem offenen Parallelogramm in X kann auf diese Weise schliefflende Richtungen zugeordnet
werden. Beschrankt man sich mittels einer Auswahlfunktion auf jeweils eine schlielende Rich-
tung, so erhélt man eine Teilmenge der Richtungsmenge. Drei Punkten, die die Parallelogramm-
SchlieBungsaussage erfiillen, wird die Eckenrichtung als schlieBende Richtung zugeordnet. Uber
diese Richtungsmengen werden Teilriume definiert, die dhnliche Eigenschaften wie die Kom-
mutatorgruppe einer Gruppe besitzen. In einem schiefaffinen Raum fiihrt jede iiber die Aus-
wahlfunktion gewonnene Richtungsmenge zu einer Parallelklasse von Teilrdumen von X, den
sogenannten Kommutatorrdumen.

Definition 2.4.1  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und
X® = {(z,y,2) € X*| (yO(z,2)) N (20(z,y)) = 0}
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U y3 bezeichne die Menge der Auswahlfunktionen der Form

X3 — D
d falls (z,y,2) € X® und 3y € yO(z, 2)
(z,y,2) — 32" € 20z, y)\{2, (z,9)} : (V7))
(x,z) sonst

b : l{y» (z,2)}

d

Das Bild ¢ (z,y, z) heifit schliefende Richtung von (z,y, z).
Es bezeichne

DY) = {0 (X%) | v € Uya
das Mengensystem der schliefenden Richtungen. Es sei C' € D(X) und z¢ € X, dann heifit
By, (0 U Cad)
C-Kommutatorraum von X durch xg.

Es bezeichne

Koo (X) = {Ewo (C U cad) ’C’ c D(X)}

das Mengensystem der Kommutatorrdume von X.

Bemerkung 2.4.2  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum. Dann gilt:

Es sei C € D(X). Dann ist nach Bemerkung 2.1.2 die Eckenrichtung in C' enthalten.

)

(ii) Kazo(X) C Tyo(X)
) Ist X abelsch, so ist jeder Kommutatorraum von X einelementig.
)

Ist X endlich, 29 € X und C € D(X), so folgt mit Satz 1.3.4:

Ea, ((J U cad) = E,,(C)

(v) Ist (X,(),D) = F(QG) fiir eine Gruppe G, so existieren zwar C,C’ € D(X) mit C' # C’;
cuc = ¢'ycd gilt jedoch immer. Damit ist in diesen Réumen ein Kommutatorraum
durch einen festen Punkt eindeutig bestimmt.

Satz 2.4.3  Es sei (G,-) eine Gruppe und F(G) der spezielle Gruppenraum iiber G. K sei
die Kommutatorgruppe von G und K' sei der Kommutatorraum von F(G) durch 1¢. Dann ist
K =K'

Beweis: Ist G abelsch, so ist nach Satz 2.1.3 auch F(G) abelsch. Daher ist K = {1} = K.
Es sei also G nicht abelsch. Fiir alle C € D(F(Q)) ist K’ = Ey, (C’ U Cad). Essei C € D(F(G)).
Nach Wahl von K’ liegt 1 in K/ N K.
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773“:
Es sei x € K'\{1¢}. In diesem Fall ist zu zeigen, dafl z als endliches Produkt von Kommutatoren
aus G darstellbar ist. Nach Voraussetzung gibt es in F(G) einen C' U C?d-Pfad

(xoy...,xp) mit 29 = 1lg und z,, =

Also ist (x4, zit1) € CU cad fiiy j = 1,...n — 1. Die Behauptung wird nun mittels vollsténdiger
Induktion iiber n bewiesen:
n = 1: Dann ist #; = z und (1g,2) = (1g,x) € C U C?d. Nach Bemerkung 2.4.2 (iv) kénnen
wir ohne Beschrinkung der Allgemeinheit annehmen, daf§ (1¢,z) € C ist.
Also existieren u, v,w € (F(G))®) und v’ € vO(u, w)\{v, (u, w)} und w' € wO{u, w)\{w, (u,w)}
mit

Wiw')y=(0g,z) oder (W, v)=(1g,x)
Nun sei (v, w') = (1g,v""*w’) = (1g,z). Der andere Fall 148t sich entsprechend beweisen. Nach
Wahl von v/, w' gilt:

(L, u™ ') = (u,0) = (w,w') = (lg,w™ w)

und
(1g, v w) = (u,w) = (v,?") = (1g, v ')

Damit sind

v lov=wlw und uwtw=ov"l (2.1)

Da in einer Gruppe gerechnet wird, gilt immer:

w o WY = uhww
Wegen (2.1) ist diese Gleichung dquivalent zu
wlov W'y = v u

Es gilt also:
VT = = (fuflv')_l (uflv)_l (vilv’) (uilfu) eK

n — n+ 1: Nach Induktionsvoraussetzung ist x = x,, € K. Desweiteren ist (x,, r,+1) € C uoad,
Entsprechend der Induktionsverankerung ist nun z,,'z,+1 € K und damit nach Induktions-
voraussetzung auch z,z; 'z,11 = rp41 € K.

77C“:
Es sei # € K\{1g}. In diesem Fall ist zu zeigen, daB es in F(G) einen C'UC?-Pfad (o, . .. z,)

von 1 nach z gibt. Nach Voraussetzung ist x darstellbar als endliches Produkt [, y; mit
yi € {lg,h]| g, h € G}. Die Behauptung wird wieder mittels vollstdndiger Induktion bewiesen:

m = 1 : Dann existieren g,h € G mit x+ = h='g 'hg # 15. Betrachte das Tripel (1g,g,h) in
(F(G@))?: Angenommen, Pgm(1g, g, h) ist erfiillt, dann existiert ein y € F(G) mit (1g, g) = (h,¥)
und (1g,h) = {g,y). Dann ist aber g = h~'y und h = g~y und demnach z = 1.

Also ist (1¢, g, h) eine offene Parallelogrammkonstellation in F/(G). In diesem Fall existiert genau
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ein ¢’ € g0(1¢, h)\{g, (1, h)} und genau ein b’ € hO(1g, g)\{h, (1G,9)}, und es ist nun ¢’ # h'.
Fiir die entsprechenden Richtungen folgt:

(1. 9) = (L. 9) = (b, ') = (g, b~ 1)

und
(1g,h) = (1g,h) = (9,9") = (1c, 9~ 'd)

Damit sind ' = hg und ¢’ = gh. Die Richtung (¢’, h’) schlieBt die Konstellation. Fiir jedes
C € D(F(Q)) gilt daher:

(g, 1) = (1g,h " g hg) = (1g,2) € C U C*
Damit ist x = 21 € K'.

m — m + 1 : Analog zum Induktionsschluf im ersten Teil folgt = = z,, € K'. O

Es sei G eine Gruppe und K die Kommutatorgruppe von G. Dann ist K ein Normalteiler von
G. Desweiteren sei NV ein Normalteiler von G. Dann ist die Faktorgruppe von G nach N genau
dann abelsch, wenn K eine Untergruppe von N ist. Die geometrischen Entsprechungen dieser
Aussagen stellen die folgenden Sétze dar.

Satz 2.4.4 Jeder Kommutatorraum von X ist Normalteiler von X.

Beweis: Es sei K ein Kommutatorraum von X. Dann gilt:
Jazo € X 3C € D(X)  mit K:Em@wow)

Es seien s,t € K und « € X. Dann ist zu zeigen, daf§ ein y € {z| K} existiert mit (s, z) = (¢, y).
Ist Pgm(s, t, z) erfiillt, so ist nichts weiter zu zeigen. Gilt Pgm(s, ¢, x) nicht, so bedeutet dies:

(tO(s,z)) N (xO(s,t)) =0

Daher gilt:
It € tO(s,z) 32’ € 20(s,t): (t,2') € C oder (2/,t)eC

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei (z/,t') € C C Dg. Es ist (2/,t') € Dy k3. Da
a' € {z||K} ist, liegt ¢’ somit in {x| K}. Insgesamt ist also (s,x) = (t,¢') und ¢’ € {z| K}. O

Satz 2.4.5 FEs sei K ein Kommutatorraum von X. Dann ist der Faktorraum X/ K abelsch.

Beweis: Ist X abelsch, so folgt die Behauptung mit Satz 2.1.4. Es sei nun X nicht abelsch.
Nach Voraussetzung gilt:

Jao € X 3C € D(X) : K:Em@wcw)
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Nach Bemerkung 2.1.2 geniigt es zu zeigen, daf fiir {z1]| K}, {z2]| K}, {z3||K} € X/K paarweise
verschieden die PGM-Aussage erfiillt ist. Es seien also {z1||K}, {xo| K}, {z3]| K} € X/K paar-

weise verschieden.

Existieren z} € {z1||K}, zf, € {22||K} und 2§ € {x3||K}, fiir die Pgm(a, b, 2%) erfiillt ist,
so ist wegen Satz 1.4.4 Pgm({z)|| K}, {z5| K}, {z5]|K}). Das ist gleichbedeutend damit, da8
Pegm({x1|| K}, {z2|| K}, {z3]| K}) erfiillt ist.

Ist andererseits fiir alle 2} € {x1|| K}, 24 € {x2]| K} und 2% € {z3]| K }:
(250(zh, 25)) N (250(27, 25)) =0
Dann folgt:

a2l € 2h0(a!, 2%) F2f € 250(x), 2h) : (25,25) € C oder (2%,25) e C

Also ist Pgm({x1|| K}, {x2|| K}, {z3]|K}) erfiillt. O

Satz 2.4.6  Essei 9 € X. Desweiteren seien K € Ky, (X) und T € T,,,(X) mit T D K. Dann
ist der Faktorraum X/T abelsch.

Beweis: Ist X abelsch, so folgt mit Satz 2.1.4 die Behauptung. Es sei nun X nicht abelsch.
Nach Voraussetzung existieren xg € X und C € D(X) mit K = E,,(C'U Cad). DaKCT<X
gilt, ist auch K < T'. Also ist Dy D Dk und daher auch Dy D C. Analog zum Beweis von Satz
2.4.5 folgt die Behauptung. |

Satz 2.4.7 Esseixzg € X undT ein normaler Teilraum von X mit xg € T'. Ist der Faktorraum
X/T abelsch, so gilt:
dK e Kpo(X): K CT.

Beweis: Falls X abelsch ist, ist {z¢} =: K C T Es seien also z,y, z € X paarweise verschieden
mit
(yO{z, 2)) N (20(z,y)) = 0
Sind die Teilrdume {z||T}, {y||T'}, {z||T} paarweise verschieden, so ergibt sich folgendes:
Da X/T abelsch ist, existiert ein {w|T} € X/T mit

{2 T} YT = =T} Awl T} und {2 T 2T = (T}, {wl| T}

Nach Lemma 1.3.10 sind die zu T parallelen Teilrdume normal, also folgt:

3y, 2 e{wlT}:  (2,2)=(y,y/) wd (2,9)=(z7).

AuBerdem ist (y', 2') € Dy, 1y = Dr. Also ist die Richtung (y', 2) € Dr fiir die Ausgangspunkte
x,y, z eine schliefende Richtung. Stimmen zwei der Teilrdume {z||T'}, {y||T'} oder {z|/T"} iiberein,
so folgt direkt aus der Normalteilereigenschaft von 7', dafl es zu x,y, z eine in Dy liegende
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schlieflende Richtung gibt. Liegen x,y, z sogar in {z||T'}, so ist offensichtlich jede schliefende
Richtung in Dy enthalten.

Insgesamt existiert daher eine Auswahlfunktion ¢ € W3 mit
C:=¢(X*) C Dr

Damit ergibt sich der Kommutatorraum K := E, (C’ U Cad) mit K CT,da C C Dr. O
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Kapitel 3

Normalreihen

In diesem Kapitel werden zunichst beliebige Normalreihen und Verfeinerungen von Normalrei-
hen in schiefaffinen Réumen entsprechend [7] eingefiihrt. In [7] sind viele geometrische Analogien
zu den Eigenschaften von Normalreihen einer Gruppe zu finden; hier werden nur diejenigen zi-
tiert, die im folgenden benutzt werden: Uber einen Isomorphiebegriff fiir Normalreihen gelangt
man zu einer geometrischen Version des Verfeinerungssatzes von Schreier in beliebigen schiefaffi-
nen Rdumen. Auflerdem ist jede Verfeinerung einer abelschen Normalreihe wieder eine abelsche
Normalreihe. Es ist auch in der schiefaffinen Geometrie méglich, die Existenz einer abelschen
Normalreihe in einem schiefaffinen Raum im Zusammenhang mit héheren Kommutatorrdumen
zu sehen (vgl. Satz 3.0.5). Hohere Kommutatorrdume erhélt man wie bei einer Gruppe durch
die Iteration der Kommutatorraumbildung.

Im zweiten Teil dieses Kapitels wird der Begriff der Zentralreihe in die Geometrie iibertragen.
Man unterscheidet zunéchst Zentralreihen und Kommutatorreihen in schiefaffinen Raumen. Satz
3.2.9 zeigt, dafl jede Kommutatorreihe eine Zentralreihe ist. Gelten in einem schiefaffinen Raum
zusitzliche Bedingungen, so ist auch die Umkehrung dieses Satzes richtig.

Definition 3.0.1  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und zop € X. Fiir i = 1,...,n seien
T; € Tpo(X) mit T := X und T), := {xo}. Ist Tj31 QT; fiir i = 1,...,n — 1, so heifit

X=TioT>...T, ={x}

Normalreihe der Linge n — 1 von X.

T

Firi =1,...,n—1 heiflen die Faktorrdume ** Tin Faktoren der Normalreihe. Sind alle Faktoren

(3
einer Normalreihe abelsch, so heifit die Normalreihe abelsch.
Eine Normalreihe S1 > ... > S, von X heifit Verfeinerung von 1y t> ... > T),, wenn gilt:

Vie{l,...,n}3je{l,....m}: T;=25;

Zwei Normalreihen 77 > ... > T, und S1 > ... > .S, heilen isomorph, falls sie dieselbe Linge
haben, und es eine Permutation ¢ von {1,...,n} derart gibt, daf§ fiir alle i € {1,...,n} gilt:

Ti/ﬂ+1 Sa(i)/sa(z’)ﬂ
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Satz 3.0.2  Verfeinerungssatz von Schreier (vgl. [7], §8 (2))
Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum. Dann gilt:

Je zwei Normalreihen von X besitzen isomorphe Verfeinerungen.

Satz 3.0.3  (vgl. [7], §7 (6))
Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum. Dann gilt:
Eine Verfeinerung einer abelschen Normalreihe ist abelsch.
Bemerkung 3.0.4 Aus Lemma 1.3.10 und dem Beispiel in Abschnitt 2.1 folgt, dafl in ei-

nem schiefaffinen Raum eine parallelverschobene abelsche Normalreihe ebenfalls eine abelsche
Normalreihe ist.

Es werden im folgenden schiefaffiner Rdume charakterisiert, die eine abelsche Normalreihe be-
sitzen. Dazu wird zunéchst die Kommutatorraumbildung iteriert:

Definition 3.0.5 Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und z¢ € X.
Setze D'(X) :=D(X) und K} (X) := Kz, (X). Desweiteren setze

DMX):= |J DK)
Keki M (X)

und

K (X) = {Emo (c U cad) ‘c c D”(X)}

K%, (X) bezeichne das Mengensystem der n-ten Kommutatorrdume von X durch .

Satz 3.0.6  Essei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und xo € X. Dann sind folgende Aussagen
dquivalent:

(i) X besitzt ein Normalreihe, deren Faktoren abelsch sind.

(ii)) 3neN: {xo} € £} (X).

Beweis:
(ii) = (i): Es sei n € IN mit K, := {x0} € K}, (X). Dann gilt:

IK, 1 € KINX) s K, € K(Kp1)
= 1K, - € ICQ;2(X) . K, € ,C(Kn_g)

= 3K € Ky (X): Ki e K(Ky)
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Mit Satz 2.4.4 folgt, daB fir i € {1,...,n — 1} K; Normalteiler von K;;; und K; Normalteiler
von X ist. Nach Satz 2.4.5 sind die Faktorrdume

X/ K, nd Ki/Ki+1

fir i € {1,...,n — 1} abelsch. Insgesamt ist X > K1 > Ko>...> K,_1 > {xo} ist eine abelsche
Normalreihe von X.

(i) = (ii): Nach Voraussetzung existiert eine abelsche Normalreihe von X, etwa:
X=X1DX2>...DXn_1DXn={I‘0}

Fir ¢ € {2,...,n} sind also die Faktorriume X"—l/X' abelsch. Nach Satz 2.4.7 existieren
1

Ki_1 € Ky (Xi—1) mit K;_; ist Teilraum von X;. Die Faktorrdume ;(i—l/K. . sind dann eben-
i
falls abelsch. Mit dem 1. Isomorphiesatz (Satz 1.4.10) ergibt sich:

Ky ~  [K1, K9]
KiN Ky K>

K, K X
= 2]/K2 < 2K2

Es gilt:

Da X2/K2 abelsch ist,ist auch [Kl’Kz]/[Q abelsch, und es existiert nach Satz 2.4.7 ein K} <
(K1 N Ky) mit K} € K;,(K71). Dann gilt aber auch:

Kb € K2 (X1)

Esist K3> X9 und K é < Xs. Wieder kann man mit dem 1. Isomorphiesatz schlielen: Es existiert
ein Kj € KyN K3 mit Kj € Ky (K3), und es ist K4 € K3 (X1). Rekursives Anwenden der obigen
Schliisse fiithrt schliellich zu

K, e (K _{NK,): K €kKs(K,_;)

n—1

Xn-1 {20} ist abelsch, daher ist K, = {zo} und {z0} = K, € K} (X1). O
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3.1 Zentralreihe

In diesem Abschnitt wird der Begriff der Zentralreihe einer Gruppe in die schiefaffine Geometrie
iibertragen.

Eine Reihe
Niy > Ng>...> N

von Normalteilern einer Gruppe G heifit eine Zentralreihe, falls gilt
[Nz,G] < Ni+1 (3.1)
fir i =1,...,k — 1. Die Bedingung [N;, G] < N;11 ist offenbar gleichwertig mit

N7Ni+1 < Zentrum (G/Ni+1> (3.2)

In einem schiefaffinen Raum X werden zunichst Reihen von Normalteilern von X gekennzeich-
net, deren Glieder die Bedingung (3.2) erfiillen. Solche Reihen werden auch in der schiefaffinen
Geometrie als Zentralreihen bezeichnet. Erfiillen die Glieder Bedingung (3.1), so bezeichnet
man sie als Kommutatorreihen. Die folgenden Untersuchungen werden schliefflich zeigen, daf
jede Kommutatorreihe eine Zentralreihe ist (vgl. Satz 3.2.9), dafl die Umkehrung dieser Aussage
aber im allgemeinen nicht gilt.

In der Gruppentheorie werden die Glieder der aufsteigenden Zentralreihe iiber die Zentren be-
stimmter Faktorgruppen der Gruppe definiert; auf diese Weise gelangt man zu einer eindeu-
tig bestimmten Normalreihe. Nach Lemma 1.4.6 fiihrt eine entsprechende Konstruktion in der
schiefaffinen Geometrie ebenfalls zu einer eindeutig bestimmten Reihe.

Definition 3.1.1  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und zo € X.

(i) Z1(X) sei das Zentrum von X durch zo.
Setze Zo(X) :={xo} und fiir i = 1,2,... sei Z;11(X) € T(X) mit

Ziv1(X _ X
il )/Zi(X) = Zentrum z,(x) < /Zi(X)>
Dann heifit {zo} = Zo(X) < Z1(X) < ... aufsteigende Zentralreihe von X durch x.
(ii) Firi=1,...,k seien N; Normalteiler von X, die xo enthalten. Gilt fir i = 1,...,k — 1

Ni+1/Nz‘ < Zentrum y;, <X/Ni)

so heifit Ny < Ny < ... < Nj Zentralreihe von X.

Bemerkung: Jede Zentralreihe von X ist eine Normalreihe: Nach Definition sind die Glieder
der Zentralreihe Normalteiler von X. Da sie ineinander geschachtelt sind, ist insbesondere jedes
Glied im darauffolgenden normal.

FEine aufsteigende Zentralreihe, die nach endlich viele Gliedern abgebrochen wird, ist eine Zen-
tralreihe:
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Satz 3.1.2 Esseizg € X und {xo} = Zp(X) < Z1(X) < ... die aufsteigende Zentralreihe
von X durch xg. Dann ist fiir k € N

{(L’o} = Z()(X) < Zl(X) < ... < Zk(X)

eine Zentralreihe von X.

Beweis: Es sei g € X und {20} = Zp(X) < Z1(X) < ... die aufsteigende Zentralreihe von X
durch zg. Zunichst ist {z¢} als trivialer Teilraum von X auch Normalteiler von X. Das Zentrum
eines schiefaffinen Raumes ist nach Satz 2.3.4 immer ein Normalteiler des Raumes, also ist

Z1(X)<X und ZiH(X)/Zi(X) < X/Zi(X)

Mit Lemma 1.4.7 folgt nun, daf} alle iibrigen Glieder der aufsteigenden Zentralreihe von X durch
zo Normalteiler von X sind. Nach Definition ist daher

{.%'0} = Zo(X> < Z1<X> <. .. < Zk(X)

eine Zentralreihe von X. O

Fine parallelverschobene Zentralreihe ist in einem schiefaffinen Raum ebenfalls eine Zentralreihe:

Satz 3.1.3 Essei N < Ny < ... < Ny eine Zentralreihe von X und x € X. Dann gilt:
{z| N1} <A{z|N2} <... <{x|Ni}

ist eine Zentralreihe von X.

Beweis: Nach Lemma 1.3.10 ist fiir ¢ = 1,...,k auch {y||V;} Normalteiler von X. Es bleibt
also zu zeigen, dafl fir i =1,...,k — 1 gilt:

{x‘|Ni+1}/{x||Ni} < Zentrum (4 n;} (X/{xHNz})

Nach Voraussetzung ist
N1 X
H_/Ni < Zentrum y; ( /Nz)

Fir {z||N;} € X/N, gilt daher
(2

{{anny| N1/ b < {talini | Zentram w, (%) }
und das ist dquivalent zu

{xHNiH}/{xHNi} < Zentrum {z||N:} (X/Ni)

Es ist
X / _X /
N; {z| N}
Daher gilt:
X X
Zentrum {z||N:} < /Nz> = Zentrum {z||N;} ( /{mHNz})
Insgesamt folgt die Behauptung. O
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3.2 Kommutatorreihe

Zunichst tiberlegen wir uns, wie der folgende gruppentheoretische Aspekt in die schiefaffine
Geometrie {ibertragen werden kann:

Es sei G eine Gruppe und N ein Normalteiler von G. Dann ist
[N,G]:= ({ln.g]ln € N,g € G})

das Erzeugnis der Kommutatoren der Form [n,g]. Offenbar ist [N, G] eine Unter-
gruppe von G und insbesondere ist [V, G] < N. Die Gruppe [G, G] stimmt mit der
Kommutatorgruppe von G iiberein.

Es sei N Normalteiler eines schiefaffinen Raumes X und n,m € N und x € X. Zunichst nehmen
wir an, dafl (n, m, x) eine offene Parallelogramm-Konstellation aus X ist. Nach den Ausfiihrungen
aus Abschnitt 2.4 ist bekannt, daf} es zu dieser Konstellation schlieBende Richtungen in Dx gibt.
Da N ein normaler Teilraum von X ist, existiert ein y € {z| N} mit (n,z) = (m,y). Fiir alle
z € z0(n,m)\{z, (n,m)} ist (y, z) eine schlieBende Richtung zu (n,m,z), die in Dy liegt.

A
Z Z’ Z’7
x 1 \"\ 4 /
~u/
~e y
{xIIN}
n | m
N

Um einen von N und X erzeugten Kommutatorraum zu konstruieren, gehen wir wie bei den
Kommutatorrdumen in Abschnitt 2.4 vor. Zu jeder offenen Parallelogramm-Konstellation wihlen
wir mittels einer Auswahlfunktion eine schliefende Richtung. Diese Auswahl sei nun insofern
eingeschréinkt, als dafl wir nur schlieende Richtungen aus Dy zulassen. Einem Tripel (n,m, z) €
N?x X, das Pgm(n, m, z) erfiillt, wird die Eckenrichtung als schlieBende Richtung zugeordnet.

An dieser Stelle soll angemerkt werden, dal moglicherweise auch weitere Raume als von N und X
erzeugte Kommutatorrdume in Frage kommen. Die Reduktion der Vielfalt ist vom geometrischen
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Standpunkt sicherlich nicht wiinschenswert. Andererseits soll hier eine moglichst grofie Nahe zur
Gruppentheorie erhalten bleiben: Betrachtet man die absteigende Zentralreihe einer Gruppe, so
ist diese offensichtlich eine absteigende Teilraumkette.

Wir halten also fest:

Lemma 3.2.1  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum, xo € X und N ein Normalteiler von
X, der zg enthalt. Dann gilt:

Es existiert eine Auswahlfunktion 1 : N>x X — D, fiir die (N2 ><X) C Dy ist.

Definition 3.2.2  Essei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum, N Normalteiler von X und zg € X.
Setze (N?2xX)":= (N?xX) N (X®).
VU x bezeichne die Menge aller Auswahlfunktionen der Form

N?xX — Dy

d falls (n,m,z) € (N?xX)" und Im’ € mO(n,z)\{m, (n,z)}
(n,m,z) +— Jz’ € x0(n,m)\{z, (n,m)} : (m';2') =d

(n,m) sonst

P

Es bezeichne
D(N, X) := {zp (N?xX) ] NS \PN,x}

das Mengensystem der schlieenden Richtungen von (N, X). Zu C € D(N, X) heifle
C — Ky (N, X) i= Ey, (0 U oad)
der von N und X erzeugte Kommutatorraum durch xq beziiglich C.
Bemerkung 3.2.3 Da NG®) ¢ (N2><X)>k ist, gilt:
(i) Fiir alle C € D(N, X) existiert eine Teilmenge C’ C C, so daf} gilt: C’ € D(N). Auflerdem
liegt nach Bemerkung 2.1.2 fiir alle C' € D(N, X) die Eckenrichtung von N immer in C.

(ii) Ist X abelsch, so ist jeder von N und X erzeugte Kommutatorraum einelementig.

(iii) Es sei G eine Gruppe und (X, (), D) = F(G) der spezielle Gruppenraum iiber G. N sei ein
Normalteiler von X. Dann existiert genau ein von N und X erzeugter Kommutatorraum
durch 14.

Satz 3.2.4  Es sei G eine Gruppe, N ein Normalteiler von G und F(G) der spezielle Grup-
penraum iiber G. Fiir alle C € D(N,F(G)) ist dann [N,G] := ({[n,g]| n € N,g € G}) =
C - Ki,(N,F(G)).

Beweis: Der Beweis verlduft analog zu dem von Satz 2.4.3.
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Definition 3.2.5 Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und zo € X.
(i) Fur ¢ = 1,...,k sei N; Normalteiler von X mit xg € N; und N; = X. Desweiteren sei
N; >Ny furi=1,...,k—1und
310, € DN, X): Oy — Kyy(Niy, X) < Nipy fiiri=1,....k—1
Dann heif3t Ny > Ng > ... > N Kommutatorreihe von X.
(ii) Es sei Ky := X und Ky € K;,(X). Desweiteren sei
K1 € Koy (K, X)
fiir i = 2,3, . ..

Dann heifit K1 > Ko > ... absteigende Kommutatorreihe von X.

Bemerkung:

(i) Da die Glieder einer Kommutatorreihe Normalteiler von X und ineinander geschachtelt
sind, ist jede Kommutatorreihe eine Normalreihe.

(ii) Ist X abelsch, so ist K > {z} > ... fiir x € X eine absteigende Kommutatorreihe.

Zunichst iiberlegen wir uns, dafl jede absteigende Kommutatorreihe, die nach endlich vielen
Glieder abgebrochen wird, immer eine Kommutatorreihe ist. Dazu mufl nach Definition nur
noch gezeigt werden, dafl die Glieder der absteigenden Kommutatoreihe Normalteiler von X
sind:

Satz 3.2.6 Essei K1 > Ky > ... eine absteigende Kommutatorreihe von X. Dann ist jedes
K; € {K1, Ky, ...} ein Normalteiler von X.

Beweis: Fiir ¢ = 1,2,... sei K; ein Glied der absteigenden Kommutatorreihe, und es seien
z,y € K; und z € X.

1.Fall: Pgm(x,y, 2) ist erfiillt. Dann existiert ein w € X mit

(z,y) = (z,w) wd (z,2) = (y,w)

Daher liegt w in zO0(z,y)\{z, (z,y)} und es ist w € {z|| K;}.

2.Fall: x,y, z ist eine offene Parallelogrammkonfiguration. Dann ist (x,y, z) € (K 2x X )* und es
gilt:

Ju € yOe, 2)\{y, (2,2} Fv € 200 )\ {2, (m.9)} (w0} € (Cucdd)
Folglich ist v € {z||K;} und (u,v), (v,u) € Dg,, und es ist (z,z) = (y,u). Aufgrund der Teil-

raumeigenschaften ist dann auch u € {z|| K;}. O
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Folgerung 3.2.7  Jede absteigende Kommutatorreihe von X, die nach endlich vielen Gliedern
abgebrochen wird, ist eine Kommutatorreihe von X.

In einem schiefaffinen Raum ist eine parallelverschobene Kommutatorreihe ebenfalls eine Kom-
mutatorreihe:

Satz 3.2.8 Essei X = N7y > Ny > ... > N, eine Kommutatorreihe von X, dann ist fiir jedes
x € X auch
X ={z||N1} > {z||Na} > ... > {z|| Ny}

eine Kommutatorreihe von X.

Beweis: Nach Lemma 1.3.10 ist ein Teilraum, der zu einem Normalteiler von X parallel ist,
ebenfalls ein Normalteiler von X. Es sei also ¢ € {1,...,k — 1}. Dann ist zu zeigen:

3C; € D({z|INi}, X) = Cf = Ko({=|Ni}, X) - < {z]|Niga}

Es sei zunéchst (u,v,w) € ({z|[N;} x X)*. Zu einem solchen Tripel existiert eine schlieffende
Richtung in Cj: Es ist (u,v) € {z||N;}?). Daher existieren u/,v" € N; mit (u,v) = (u/,v'). Mit
Simg (u, v, z;u',v") folgt:

32 eX: (u,2)={2) und (v,2)=(,2")

Nun liegt (v/,v,2") in (N2 x X)*, denn sonst kénnte man aufgrund der Tamaschke-Bedingung
auch (u, v, z) zu einem Paralellogramm schliefen. Wegen der vorausgesetzten Kommutatorreihen-
Eigenschaft existiert ein ¢ € ¥y, , x mit Y(N2x X) = C;, und es gilt:

Ju' € 'O, )\, (v, 2)} und Ty € OO\, () 0)}

so daB ohne Beschriinkung der Allgemeinheit o (u/,v’, 2") = (W', y') € C; ist.
Mit Simg(v’, 2/, w'; v, 2) folgt:

Jwe X: W)= (v,w) und (' W)= (z,w)
und mit Simg (2, w’,y'; z, w) ergibt sich:
JyeX: (Zy)=(ny) und (W,y)=(wy)

Das bedeutet also (w’,y) = (w,y) € C; und (w, y) schlieBt (u,v, z), wobei y, w € {z||N;} sind.

Ist Pgm(u,v,w) erfiillt, so schlieit die Eckenrichtung die Konfiguration. Sie liegt nach Bemer-
kung 3.2.3 auch in C;.

Somit existiert ein v € vy, X
Pz Ni}? % X) = o (NP x X) = C;
Demnach ist C; € D({z||N;}, X) und
Ci — Ko({zl|Ni}, X) - < {@|[Niga}
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Im folgenden wird der Zusammenhang zwischen Kommutator- und Zentralreihe erldutert:

Satz 3.2.9 Jede Kommutatorreihe Ny > No > ... > Nj von X ist eine Zentralreihe, deren
Faktoren abelsch sind.

Beweis: Zunichst ist zu zeigen, dafi fiir alle ¢t =1,..., k — 1 gilt:

N; X
7Nz‘+1 < Zentrumy,,, ( /Ni—H)

Es existiert ein C; € D(N;, X), so dafl der Raum C; — K, (N;, X) ein Teilraum von N;4q ist.

Das bedeutet, daf} in X/ Nist alle offenen Parallelogramm-Konstellationen aus X geschlossen
(3

werden, deren eine Richtung in Dy, liegt.

Wir kénnen nun zeigen, dafl jede Richtung aus D ( N; ) mit jeder Richtung aus D (

X/Ni+1>

a N i/N» ein Teilraum von X/ N, ist, stimmt die Eckenrichtung von N, %N- mit der von
i+1 i+1 i+1

Nit1
vertauschbar ist:

_ liberein. Daher ist nach Bemerkung 2.2.5 die Eckenrichtung von Ni/ . mit allen
NH—I NH—I

Richtungen aus / Niy vertauschbar. Es seien nun Njy1, Nj, | € Ni/ Nioy verschieden. Dann
existiert ein @ € N; mlt Ni, = {a||Nij1}. Fiir 29 € N; und © € X ist {zo][Nig1} = Niy1 und
{z||[Ni1} € / Nisy: Es existiert eine Auswahlfunktion

1

1?[} e \IIN'HX : w((‘roﬂaﬂ x)) e CZ C DNH_l

Das heifit, da8 Pgm(Niy1, Nj,, {z[|Ni11}) erfiillt ist und zwar fiir alle {z|N;y1} € X/N~+1‘
(2

Es ergibt sich also:
Ni/N, < Zentrumy;, (X/N-+1)
7

Dariiberhinaus existiert nach Bemerkung 3.2.3 ein K € Ky, (N;) mit K < C; — Ky, (N;, X). Also

ist auch K ein Teilraum von N;; 1. Mit Satz 2.4.6 folgt daher direkt, dafl N l/N‘+1 abelsch ist.
(]
Od

In der schiefaffinen Geometrie ist nicht jede Zentralreihe eine Kommutatorreihe:

Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum, der keine Kommutatorreihe besitzt, die erst bei einem
einelementigen Normalteiler abbricht. Man kann sich leicht tiberlegen, dafl etwa F'(S3), wobei
S5 die Permutationsgruppe mit 6 Elementen sei, ein Beispiel dafiir ist. Ein solcher Raum ist
insbesondere nicht abelsch. Der Raum 2X soll wie in 2.3.5 gebildet werden. Aus 4.1.3 folgt,
daf} auch 2X keine solche Kommutatorreihe besitzen kann. Nach Bemerkung 2.3.5 ist 2X nicht
abelsch, stimmt aber mit jedem seiner Zentren iiberein. Als aufsteigende Zentralreihe von 2.X
durch den Punkt x € 2X erhilt man gemé&f 3.1.1:

Zo(2X) = {2} < Z1(2X) = 2X < Z,(2X) =2X < ...
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Nach Satz 3.1.2 ist damit {x} < 2X eine Zentralreihe von 2X. Nach Voraussetzung kann sie
aber keine Kommutatorreihe von 2X sein.

Die Umkehrung von Satz 3.2.9 1483t sich also nicht ohne zusétzliche Forderungen an den schief-
affinen Raum formulieren. Man kann zeigen:

Satz 3.2.10 Es sei 29 € X und Ny = {9} < N1 < ... < Ny eine Zentralreihe von X.

Fiir alle 1 € {0,1,...,k — 1} erfiille der Faktorraum X/N, das Axiom (d). Dann gilt fiir alle
1

ie{0,1,....,k—1}:

3Cit1 € D(Njp1, X) 1 Ciy1 — Ky (Nig1, X) < N;

Gibt es auflerdem ein N; mit | < k mit N; = X, so ist die Zentralreihe eine Kommutatorreihe
von X.

Beweis: Wir zeigen fiir jedes i € {0,1,...,k — 1} die Existenz einer Menge C;11 € D(N;y1, X)
mit C;y1 C Dy,. Das ist gleichbedeutend mit der Existenz einer Auswahlfunktion ¢ € Uy, ., x,
so daB ¥ ((n,m,z)) € Dy, fiir (n,m,z) € (N2, xX). Die zweite Aussage des Satzes ist dann
trivialerweise erfiillt, da in diesem Fall die Zentralreihe bis X aufsteigt.

Es seien zunéichst (n,m,z) € (N2, x X)*. Um sicherzustellen, daB es zu dieser offenen Paralle-
logrammkonstellation eine schliefende Richtung in Dy, gibt, erfolgt eine Fallunterscheidung:

(i) n,m,x € N;.
Da N; ein Teilraum von X ist, liegt offenbar jede schliefene Richtung in Dy,. Das bedeutet,
es existiert ein 19 € Wy, x mit ¢Yo((n,m,x)) = (z’,m) € Dy;,.

(ii) n,m,x € Niy1 und {n||N;}, {m||N;}, {z||N;} sind paarweise verschieden.
Da Ni‘*‘l/Ni abelsch ist, ist Pgm({n||N;}, {m|N;}, {z||N;}) erfiillt, etwa mit {y||N;} €

Nis1 .- Da N; normal in X ist, existieren m/, 2" € {y||N;}, so da gilt:
(2

(n,m) = (z,2’) und (n,z)= (m,m’)
Das bedeutet, es existiert ein ¢y € Uy, x mit ¢1((n,m,z)) = (2/,m’) € Dy,.
(iii) n,m € Nijp1 und m € {n||N;} und = & {n||N;}.
Da N; normal in X ist, existiert ein y € {z|N;} mit (n,z) = (m,y). Weil parallele

Teilrdume die gleiche Richtungsmenge haben, gibt es ein 3 € {z||N;} mit (n,m) = (z,v').
Das heifit, es existiert ein 1o € Uy, x mit ¢o((n,m,x)) = (y',y) € Dn;,.
(iv) m & {n||N;} und z € X\ N;4;1.
Setze N? := {n||N;} und N9 := {z||N;}. Da NHI/N' ein Teilraum des Zentrums von X/N.
(2 (2

durch {xg||V;} ist, existiert in X/ A, €in minimaler Pfad von N O nach {m|N;}, etwa
7
(N®, N, Nt = {m||N;})

38



so daff fur j =0,1,...,0 — 1 gilt:
@ = (N N < (D7 (B/)) \ (NG, (all Ny}

Dabei ist Dy (X/ N-) die Menge der vertauschbaren Richtungen von X/ N> die nach Defi-
(2 7

nition das Zentrum von N, durch N; erzeugen. Das bedeutet, daB jede Richtung d/ mit
(2

allen Richtungen d € D ( X ) > vertauschbar ist. Also ist Pgm(N?, N1, N 0/) erfiillt und
N;

r X / / / !
3N1 c /NZ <NO,N1>/:<NO,N1 >l A (NO,NO >/:<N1,N1 >/

Rekursiv ergibt sich fiir j = 1,...,1 — 1, dal Pgm(N7, N/, Nj/) erfiillt ist, und es existiert
ein N]/ € X/Nl

(N7, NIT1Y = (N3' NIHY A (NI NI = (NI NI = (VO Oy

Mit (d) in X/N, folgt:
<N0,N2>/ — <N0/,N2/>/

Rekursiv erhélt man durch wiederholtes Anwenden von (d) in X/ N

(NO, N') = (N, N"y

Und damit ist NV € {z||Niz1}. Es gilt auBerdem (n,m) € (N°, N')'. Da N; normal in X
ist, gilt:
(NO/,Nl/>/ — <$,Nl,>

Daher existieren 1,7’ € N mit (x,y) = (n,m) und (n,z) = (m,y’). Das bedeutet, es
existiert ein ¢3 € Wy, | x mit ¢¥3((n,m,z)) = (y,y’) € Dy, .

(v) Alle iibrigen Félle konnen analog zu (iii) bewiesen werden.

Ist Pgm(n, m, x) erfiillt, so schlieft die Eckenrichtung die Konfiguration. Sie ist trivialerweise in
Dy, enthalten.

Da die Funktionen g,%1,... Auswahlfunktionen aus ¥y, , x sind und ihre Bilder beziiglich
disjunkter Teilmengen von Nf_ﬂ x X vorgegeben sind, existiert ein ¢ € Wy, , x, das fiir jedes
Tripel (n,m,z) € NEH x X die Parallelogramm-Konfiguration mit einer Richtung aus Dy,
schlieBt. Mit Cjqq == ¢(N2 ; x X) folgt daher:

7

Civ1 — Kzg(Nig1, X) < N;
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Bemerkung 3.2.11  Essei (X, (), D) = F(G) ein spezieller Gruppenraum iiber einer Gruppe
G. Desweiteren sei zp € X und Ny = {z9} < N1 < ... < Nj eine Zentralreihe von X. Nach
Hilfssatz 2.3.2 gilt in F'(G) das Axiom (d). Nach Satz 1.4.5 gilt fiir alle ¢ € {0,1,...,k —1}:

X/Nz‘ = F<G/Nz‘)

Dabei sind G/ N, Gruppen, da nach Satz 1.3.8 die IV; Normalteiler von G sind. Nach Hilfssatz

2.3.2 erfiillen also die Faktorrdume X/ . das Axiom (d). Damit ist Satz 3.2.10 in speziellen
(2
Gruppenrdumen giiltig.
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Kapitel 4

Spezielle schiefaffine Riume

In diesem Kapitel werden nilpotente und aufidsbare Rdume so eingefiithrt, daf§ auch beziiglich
dieser Konzepte in allgemeinen schiefaffinen Rdumen Analogien zu wesentlichen gruppentheore-
tischen Aussagen gelten.

Den Ergebnissen des vorigen Kapitels zufolge werden nilpotente Rdume iiber die Existenz einer
abbrechenden Kommutatorreihe eingefiihrt. Abelsche schiefaffine Rdume sind nilpotent. Ebenso
ist beispielsweise ein beliebiger Teilraum eines nilpotenten Raumes nilpotent. Ein Faktorraum
eines nilpotenten Raumes ist nilpotent, wenn er durch Teilen durch einen Normalteiler gebildet
wird (vgl. Satz 4.1.4).

Geisert regt in [7] an, schiefaffine Rdume, die eine abelsche Normalreihe besitzen, aufldsbar zu
nennen. Dies wird in der vorliegenden Arbeit als Definition iibernommen. Auch fiir auflésbare
R&aume gelten einige Aussagen, die Analogien zu gruppentheoretischen Aussagen darstellen: So
ist beispielsweise ein nilpotenter Raum auflésbar. Ist ein Normalteiler eines schiefaffinen Raumes
X und der damit gebildete Normalteiler auflosbar, so ist X auflosbar (vgl. Satz 4.2.3).

Vervollstéindigt werden die Untersuchungen durch die Einfithrung zyklischer Rdume im dritten
Abschnitt.

4.1 Nilpotente Riume

Definition 4.1.1  Ein schiefaffiner Raum (X, (), D) heifit nilpotent, falls er eine Kommuta-
torreihe besitzt, die abbricht. Das heifit, ist Ny > No > ... > N} eine solche Kommutatorreihe
von X, so ist N = {z} fiir ein z € X.

Satz 4.1.2  Essei (X, (), D) = F(G) der spezielle Gruppenraum iiber einer Gruppe G. Dann
ist G genau dann nilpotent, wenn F'(G) nilpotent ist.
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Beweis: (ii) = (i): Ist G nilpotent, so endet die absteigende Zentralreihe von G bei {1¢}:
G=K>Ky>..>K,={lg} mit Ky = [K;,G] firi=1,...,n—1
Nach Satz 3.2.4 ist
X=K|>K,>...>K,={lg} mit K., =K=[K,G)=Ci—K(K;X)

fir i = 1,...n — 1 und C; € D(K;,X) eine absteigende Kommutatorreihe von F(G), also
insbesondere eine Kommutatorreihe. Da sie bei {14} abbricht, ist der Raum F(G) nilpotent.
Die andere Richtung kann man entsprechend zeigen. O

Beispiele:

1. Es sei X ein abelscher Raum. Jeder Kommutatorraum K von X ist dann einelementig,
da keine offenen Parallelogramm-Konstellationen existieren. Damit ist X > {z} fiir alle
x € X eine abbrechende Kommutatorreihe X. Somit ist jeder abelsche Raum nilpotent.

2. Nach Satz 5.1.9 ist jeder Gruppenfaserraum iiber einer nilpotenten Gruppe G, etwa Q die
Gruppe der Quaternionen, nilpotent. Dann ist auch jeder Gruppenfaserraum iiber Q nil-
potent. - Die Untersuchungen in Kapitel 5 zeigen, daf} es eine Reihe weiterer nichttrivialer
Beispiele nilpotenter Rdume gibt.

Im folgenden wird gezeigt, dafl beliebige Teilrdume eines nilpotenten Raumes nilpotent sind. Ein
Faktorraum eines nilpotenten Raumes nach einem Normalteiler ist ebenfalls nilpotent.

Satz 4.1.3  Es sei (X, (), D) ein nilpotenter Raum und T' ein Teilraum von X. Dann ist T
nilpotent.

Beweis: X besitzt eine abbrechende Kommutatorreihe, etwa N1 > Ny > ... > Nj und ein
x € X mit N, ={z}. Firie {1,...,k} ist N; < X und fir i = {1,...,k — 1} gilt:

4C; ED(N“X) : Cl*Kx(NZ,X) <Ni+1

Nach Satz 3.2.8 ist eine parallelverschobene Kommutatorreihe eine Kommutatorreihe. Daher sei
0.B.d.A. x € T. Nach Lemma 1.3.9 ist (TN N;) < T fiir i € {1,...,k}, und es gilt:

T=TNN>TNNy>...>TNN, ={z} (4.1)

Nun sei (z,y,2) € TN N;)2xT. Esist (T'N N;)2x T eine Teilmenge von N?x X und dem Tripel
(x,y, z) wird eine schliefende Richtung in C; zugeordnet. Dabei ist C; C Dy,. Um nachzuweisen,
dafl (4.1) eine Kommutatorreihe darstellt, mufl gew#hrleistet werden, dafl eine solche schlieflende
Richtung auch in Dpnp; liegt. Offensichtlich liegt (x,y, z) in T®). Daher liegt jede schliefende
Richtung zu diesem Tripel in Dp. Es sei ¢¢, diejenige Auswahlfunktion aus Wy, , x, fiir die
gilt:

Ve, [NPxX] =C;
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Dann gilt also:
¢Ci((x’ Y, Z)) € (DT N DNZ)

Nach Bemerkung 1.3.2 ist (D7 N Dy;) = Dran,. Daher existiert eine Teilmenge CZ-T von Cj, so
daf} gilt:
Cl e D(TNN;,T)
Es ergibt sich:
CI - K. (T'nN;,T) < TNN;

)

Auflerdem gilt nun:

)

T — K, (TNN,T) = E, (cf U (CiT)ad> < E, ((J,- U (ci)ad) — O — Ku(Ni, X) < Nit1
Da CF — K.(T N N;, T) aulerdem ein Teilraum von T ist, gilt:

CI — K, (TN N;,T) < TN Nijy

7

Die obigen Uberlegungen gelten fiir jedes i € {1,...,k — 1}. Somit ist (4.1) eine abbrechende
Kommutatorreihe und daher ist T' nilpotent. O

Satz 4.1.4  Es sei (X, (), D) ein nilpotenter Raum und T ein Normalteiler von X. Dann ist

der Faktorraum X/ 7 nilpotent.

Beweis: Der Beweis ist in zwei Abschnitte gegliedert: Zunéichst wird eine Teilraumkette in X/T
konstruiert. Im zweiten Teil erfolgt dann der Nachweis, daf} es sich dabei um eine Kommutator-
reihe von X/ 7 handelt.

Nach Voraussetzung besitzt X eine abbrechende Kommutatorreihe, etwa N; > No > ... > N,
und ein @ € X mit N,, = {a}.
Firi € {1,...,n} setze D; := Dy,. Da sédmtliche Teilrdume von X schiefaffin sind, gilt:

D; =D wnd Dy C D;

Die kanonische Projektion von X auf X/T = (X/T, ()/,D < X, >> werde mit 77 bezeichnet.

T
In einem schiefaffinen Raum existiert eine eindeutig bestimmte Fortsetzung von 7 auf die Menge
der Richtungen von X:

XUD — ubD
T X
. / /T
T T — {z||T} falls ze€ X
d v d:={z|T},{y|T}) fir z,yc X mit (v,y)=decD

7 ist wohldefiniert, da 77 ein surjektiver Morphismus ist.
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Setze 7 := 77 und 7(D;) := DI. Nun sei d € DI. Dann existiert ein d € D; mit m(d) = d.
Einerseits ist nun d € D;_1, und somit gilt 7(d) € 7(D;—1) = D} ;. Damit ist:

DI < DI,

7

Andererseits ist @®d € D;, also folgt: 7(d?d) € DT. Zu d € D; existieren x,y € X mit (z,y) = d.
Somit gilt:

() ({2l Th I =n(d) =d = {yIT} (=T} = (x(d)™

(i) (o) = e D] = ({yIT} {2|T}) = (¢d) € DT

Aus (i) und (ii) folgt 7(d®d) = (7(d))*! € DT. Damit ist

d
pf = (Df)*

Fire=1,...,n setze nun
Li = Egqry (D7)

Nach den obigen Uberlegungen ist

Li>Ly>...>L, (4.2)

eine bei {a||T} abbrechende Teilraumkette von X/ 7- Nun soll gezeigt werden, daf es sich hierbei
um eine Kommutatorreihe handelt:

Offensichtlich ist Ly = X /p, denn Ly = Eggry (DY) und D (4,) ~ DT.

Wir betrachten (U,V, W) € L3. Zu diesem Tripel existieren , y,Tz € X, so daB gilt
U={a|T}, V= {7} wd W= {zT}

Ist Pgm(U, V, W) erfiillt, so schliefit
(U, U) = {=|| T} {=|T}) = x((z,z)) € m(C1)

die Konfiguration. Es sei also (U,V,W) € ng). Es ist (z,y,2) € X©®). Wire diese Konstellation
zu einem Parallelogramm zu schliefen, so auch das Tripel ({z||T}, {y||T}, {z||T}) in ng), da die
kanonische Projektion ein surjektiver Morphismus ist.
Nach Voraussetzung existiert ein C; € D(Ny, X) mit C; — K4(N1,X) < No. Da Ny = X ist,
existiert also ein

YpeUy x: Y(X%)=0C
Daher gilt:

ddeCr: Y((z,y,2) =d
Und es ergibt sich:

de (ClLJCfd) c Dy C D

44



Und wir wissen nun:

Jw € yO(z, 2)\{y, (z,2)} ' € 20{(x,y)\ {2, (z,9)} : (w,w') € {d, dad}

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei (w,w’) = d. Also schliet ({w||T'}, {w'||T})’ die Kon-
figuration ({z|T}, {y||T}, {z||T}), und es gilt:

m({w,w')) = ({w||T}, {w'|T})" € n(C1) € Dy C Df
Daher existiert ¢ € Uy, 1, mit ¢ (L) C «(Cy). Damit gilt:
¥ (L) c n(Cy) c Dy c DY

Setze Cf := 1 (L?). Dann folgt
of = Ky (0.%/7) < By (DF) = Lo

Da es sich bei CT — Kiq 1) (Ll,X/T) um einen Kommutatorraum von X/T handelt, ist er

Normalteiler von X / T

Es sei nun k € {2,...,n — 1}. Dann ist auch hier zunéchst zu zeigen:
30}? eD (Lk,X/T) : C,? — K{aHT} (Lk, X/T> < Lk+l

Also sei zunichst (U, V, W) = ({z| T}, {yI T} =17} € (13 xX/T)*, dann existieren Ty, . . ., Tom
in Ly mit
To={=|T} A Tn={ylT} A (T;,Tin1) € D

fiir i =0,...,m — 1. Es existieren yf,yfﬂ € X mit (yf,yf+1> € Dy:
(i, yipa)) = Wil {yia ITh = (T3 Tig)'
Fir:=0,...,m — 1 gilt demnach:
A(a}, i) € TixTir: (wh i) = (Y, yi1) € Dy
Da T Normalteiler von X ist, gilt:
Fiir j = 0,...,m existiert ein x; € T}, so daf} fiir i = 0,...,m — 1 folgt:
(i, wi41) = (x,2},,) € Dy

Daher liegt z; fiir i = 1,...,m in {zo|| Ny}, und es ist (2o, Zm,z) € ({zo]|Nx}?xX)", denn ein
zu schlielendes Parallelogramm wéire wieder ein Widerspruch zur Voraussetzung. Nun ist zp im
allgemeinen kein Element von Ni. Nach Satz 3.2.8 ist eine parallelverschobene Kommutatorreihe
wieder eine Kommutatorreihe und zwar mit den gleichen schlieenden Richtungsmengen. Also
existieren w,w’ € {z|| Ny} mit

w € T O(xo, 2) \{ZTm, (x0,2)} A w' e 20(xg, Tm) \{z, (0, Tm) }
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so daf} gilt:

(w,w') € {CLUC} c Dyt C Dy
Damit ist 7((w,w’)) = ({w|T},{o'|T}) € DI, ¢ D} und ({w|T},{w'|T})" schlieBt das
Tripel ({=(|T}, {yl|T}, {=(T}).
Falls Pem({z||T}, {y|| T}, {z||T}) erfiillt ist, schlieft die Richtung ({z||T'},{z||T})" € #n(Cy) die
Konfiguration.

Es gilt also: Tew . &(LQXX/ >CDT
L%(X/T) . A T k+1

Setze C,? =) (Lz XX/T>, dann folgt insgesamt:

Cl = Ky (Lk,X/T) < Ly < Ly

Nun bleibt noch zu zeigen, daf§ L Normalteiler von X/T ist:
Es seien ({z||T}, {y||T}) € L und {z|| T} € X/T. Lassen sich die drei Punkte zu einem Parallelo-

gramm schlieffen, so ist nichts weiter zu zeigen. Handelt es sich um eine offene Parallelogramm-
Konstellation, so liegt das Tripel in (szX/T> und nach dem obigen Beweis gibt es eine

schlieBende Richtung in D%. Also existieren

{w|T} € {{ANTYa{z| T} ITH F\ LT, (=T Ayl T3}
und

{w'|T} € {ylTya {2 T3, {1TH I\ {HYITS, (I T} {273}
Da ({z|T} {yl|T})" € Dy,, folgt

{wlT} € {{=IITH|Lx}
und mit ({w||T}, {w'||T}) € DI ist auch

{w'T} € {{=|IT}HI Lk}
Daher ist L normal in X/T.

Also folgt insgesamt, dafi (4.1) eine abbrechende Kommutatorreihe von X/T ist. O

Satz 4.1.5  Essei (X, (), D) ein nilpotenter Raum und (Y, ()’, D) ein homomorphes Bild von
X, dann ist Y nilpotent.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert ein surjektiver Homomorphismus f : X — Y. Mit dem
Homomorphiesatz (Satz 1.4.9) folgt:

IN<GX: f(X) X/N

Nach Satz 4.1.4 ist X/ N nilpotent und daher ebenso dessen isomorphes Bild Y. O
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4.2 Auflosbare Raume

Aus [7] wird die dort motivierte Definition eines auflésbaren schiefaffinen Raumes iibernommen.
Satz 3.0.5 zeigt, dafl in schiefaffinen Rdumen die Existenz einer abelschen Normalreihe dquivalent
ist zur Existenz eines einelementigen héheren Kommutatorraumes. Damit erhalten wir in der
schiefaffinen Geometrie eine erste gruppentheoretische Entsprechung fiir auflésbare Rdume. Im
folgenden werden zunéchst einige Beispiele auflésbarer Rdume angegeben. Im zweiten Teil wer-
den die Eigenschaften auflésbarer Rdume in Hinblick auf weitere gruppentheoretische Aspekte
untersucht.

Definition 4.2.1  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum. X heiit auflosbar, falls X eine
abelsche Normalreihe besitzt.

Satz 4.2.2  Es sei G eine Gruppe und F(G) der spezielle Gruppenraum iiber G. Dann ist G
genau dann auflésbar, wenn F(G) auflésbar ist.

Beweis: Es sei GG auflosbar. Dann existiert eine abelsche Normalreihe von G, etwa
Go=Gr> G >...0 Gy, ={lg}
Es sei € G. Dann ist nach Satz 1.3.8
Gor {z||G1} > ... > {z||Gn} = {=} (4.3)

eine Normalreihe von F(G). Fiir die Faktoren der Normalreihe (4.3) gilt nach Satz 1.4.5:
{z||Gi-1} ~ g (Gi-1
Jiz1c = F (% e

Da Gi1 G nach Voraussetzung abelsch ist, gilt dies nach Satz 2.1.3 auch fiir den durch diese
(]
Gruppe erzeugten schiefaffinen Raum, den Faktorraum

E (Gi_l Gi)

Die andere Richtung folgt analog. O
Beispiele:

1. Nilpotente Réume sind nach Satz 3.2.9 immer auflosbar.
2. Der spezielle Gruppenraum F'(S3) ist nach Satz 4.2.2 auflosbar.

3. Nach Satz 5.1.10 ist ein Gruppenfaserraum iiber der Gruppe Ss auflosbar.

Nach Bemerkung 3.0.4 ist eine parallelverschobene abelsche Normalreihe ebenfalls eine Normal-
reihe. Daher existiert in einem auflésbaren Raum durch einen beliebigen Punkt eine abelsche
Normalreihe.
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Satz 4.2.3  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und xg € X. Weiter sei T ein normaler
Teilraum von X, der auflésbar ist und xy enthélt. Der Faktorraum X/ T sei ebenfalls auflésbar.

Dann gilt:
X ist auflosbar.

Beweis: Da der Faktorraum X T auflosbar ist, besitzt er eine abelsche Normalreihe. Nach

Lemma 1.4.6 existieren Xy, ..., X; € 7;,(X), so daBl die Normalreihe folgendermafien dargestellt
werden kann:

X/T: e W X’/T:{{froHT}} (4.4)

mit X; =T. Es gilt also firi=1,...,[:

Xi1 T > XZ'/T

Es ergeben sich fiir die Mengen Xy, ..., X; folgende Eigenschaften:

(i) X; ist ein Teilraum von X; 1 :
Seien x;, y;, z; € X; und w;—1 € X;—1 mit (x;,y;) = (2;,u;—1). Dann ist zu zeigen, daf

wi—1 € X; ist. Es ist {z;||T}, {wl|T}, {=z:]|T} € X"/T und {u;—1||T} € Xi1 7 mit
(zi,uim1) = (@i, yi) € {all T {will T = {2l T} {uia [T

Aufgrund der Teilraumeigenschaft der Faktorrdume ist {u;_1||T'} € Xi/T und daher wu;_1
in Xl

(ii) Mit (i) und Lemma 1.4.7 folgt, dal X; normal in X;_; ist.
Daher gilt:
X=Xy Xi>...0X;=T

Da (4.4) eine Normalreihe mit abelschen Faktoren ist, folgt mit dem zweiten Isomorphiesatz

(Satz 1.4.11)
Xi-1 X,
T/X;) = il
/ /T /Xi

und fiir i = 1,...,[ sind die Faktorrdume Xi—l/X‘ abelsch. Nach Voraussetzung ist T auflosbar,
7

d.h. es existiert eine abelsche Normalreihe
T:TQI>T1D...I>Tn:{xU}

Insgesamt ist
X=XooXi>..0X,=T=TyTi>...>T, ={z}

eine abelsche Normalreihe und daher ist X auflosbar. O
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Satz 4.2.4  Essei (X, (), D) ein auflésbarer Raum, o € X und T ein normaler Teilraum von
X, der xy enthélt. Dann gilt:

Der Faktorraum X/ T ist auflosbar.

Beweis: Nach Voraussetzung existiert eine abelsche Normalreihe von X, etwa
(1) X=Xo>Xi>...0 X, = {20}

Die Teilraumkette

(2) X T {zo}

ist ebenfalls eine Normalreihe von X, da T ein normaler Teilraum von X ist. Nach dem Verfei-
nerungssatz von Schreier (Satz 3.0.2), besitzen (1) und (2) isomorphe Verfeinerungen, etwa

(1) X=X>X|>...0 X, = {20}
und
(2" X=Yp>..0Y=T>...0Y,={x}

wobei in (2') [ kleiner oder gleich m ist. Die Normalreihe (1’) besitzt nach Satz 3.0.3 abelsche
Faktoren. Da die Verfeinerungen isomorph sind, sind auch die Faktoren der Normalreihe (2')
abelsch. Betrachte nun die folgende absteigende Kette von Normalteilern:

X=Yp>..pY =T

Mit dem 2. Isomorphiesatz (Satz 1.4.11) folgt fir i =1,...,:

Yi_
“r / Y= Wy,
T 7

Damit sind die Faktoren der Normalreihe (4.5) abelsch. O

Satz 4.2.5  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und xy € X. M, N seien auflosbare und
normale Teilrdume von X, die xy enthalten. Dann gilt:

Der Teilraum [N, M] ist aufldsbar.

Beweis: Nach Lemma 1.3.9 ist (M NN) <M. Mit Satz 4.2.4 ergibt sich, daf M/M A  aufldsbar
ist. Aus dem 1. Isomorphiesatz (Satz 1.4.10) folgt:

M/Mm\fg [M’N]/N

Also ist M NV ]/N auflosbar. Die Voraussetzungen von Satz 4.2.3 sind erfiillt; [M, N] ist also
auflésbar. a
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Satz 4.2.6  Essei (X, (), D) ein auflosbarer Raum. T sei ein Teilraum von X, der o enthélt.
Dann gilt:
T ist auflosbar.
Beweis: Wegen der Auflosbarkeit besitzt X eine abelsche Normalreihe, etwa
X=Xo>Xi>...00 X;, = {20}
Nach Lemma 1.3.9 ist 7> (X3 NT). Da X; > (X; NT) und X; > Xo , folgt:
ITnX)>(TNnX)NXa) =(TNXy)

Durch das sukzessive Anwenden von Lemma 1.3.9 ergibt sich die Normalreihe:

T=(TnXp) > (TNXy)>...> (TN{zo}) = {x0} (4.6)

Fiir die Faktoren der Normalreihe (4.6) erhalten wir unter Anwendung des 1. Isomorphiesatzes
(Satz 1.4.10):

TN Xz‘—l/(T nx,) = (T'n Xi_l)/(T NX;)NXi—1

) [(T N Xz‘_l), XZ]/X

Xio1, Xil/  ~ Xio X
< [ i—1 z]/)(Z ~ 1—1 (Xi_lﬂXi) — 7 I/XZ

Xi1

Alsoist L 0 Xi—1 \ isomorph zu einem Teilraum von _, der nach Satz 2.1.4 abelsch
(TN X;) X
K3 7

ist. Damit ist (4.6) eine abelsche Normalreihe von 7. O
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4.3 Zyklische Riaume

Definition 4.3.1  (vgl. [5], Kap. 12)
Ein schiefaffiner Raum (X, (), D) heifit zyklisch, falls es Punkte z,y € X gibt, die den gesamten
Raum erzeugen, also X = [z,y].

Satz 4.3.2  Essei X ein zyklischer Raum und z,y € X mit [z,y] = X. Dann gilt:

X:Ez{dudad} fir d:={(x,y) und z€ X

Beweis: Es gilt
X=lwyl= () T<BEfdudl}<x
TeTe,y(X)

Satz 4.3.3  (vgl. [7], §3 (6))
Es sei G eine Gruppe und F(G) der spezielle Gruppenfaserraum iiber G. Dann ist G genau dann
zyklisch, wenn F(QG) zyklisch ist.

Beispiele:

1. Es sei X ein beliebiger schiefaffiner Raum. Dann ist der Raum 2X entsprechend der Be-
merkung 2.3.5 immer zyklisch.

2. Es sei GG eine zyklische Gruppe. Nach Satz 5.1.7 ist ein Gruppenfaserraum iiber G zyklisch.
Satz 4.3.4  Jeder Faktorraum eines zyklischen Raumes ist zyklisch.

Beweis: Es sei T' ein Teilraum von X und z,y € X mit [z,y] = X. Ist T ein trivialer Teilraum,
S0 ist nichts weiter zu zeigen. Daher sei y & {z||T'}. Setze d := (x,y). Also sind auch d, @ & Dp.
Es wird gezeigt:

T AT = %/

Es sei {z||T} € X/T. Fiir alle 2/ € {2||T} existiert cin {d,d*3}-Pfad in X von x nach 2/, etwa

(2o -+, Tyy) Mit 2p = z und z,, = 2’. Also ist

(z,y) = (zi,ip1) oder (z,y) = (Tit1,74)

Da eine kanonische Projektion ein surjektiver Morphismus ist, gilt somit auch:

d = ({z|T} {7} = {2l T} {zia I T
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oder B
& = ({wi 1| T}, {il| T}
Insgesamt ist

{zoll T}, - {zmlT})
ein {d,d®1}-Pfad von {z|T} nach {z||T}. O

Bemerkung 4.3.5

(i) Es gilt im allgemeinen nicht, daf} jeder Teilraum eines zyklischen Raumes ebenfalls zyklisch
ist. Betrachten wir dazu folgendes Beispiel:

Es sei Y die Klasse der schiefaffinen Rdume, die nicht zyklisch sind, und Y € ). Dann ist
X := 2Y zyklisch, wobei die neu hinzugefiigte Richtung die erzeugende Richtung ist. X
enthilt aber zu Y isomorphe Teilrdume, die sogar Normalteiler von X, aber nach Voraus-
setzung nicht zyklisch sind.

(ii) Entsprechend kann man zeigen, dafl ein zyklischer Raum nicht notwendig abelsch ist:
Es sei Y ein schiefaffiner Raum, der nicht abelsch ist. Dann ist der Raum X := 2Y zyklisch.
X ist nicht abelsch, da er zu Y isomorphe Teilrdume besitzt.

(iii) Vermutungen:

— Alle primitiven Rdume sind zyklisch und abelsch.

— Ist in einem zyklischen Raum jeder Teilaum zyklisch, so ist er abelsch.
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Kapitel 5

Beispiele fiir Erweiterungen
schiefaffiner Riaume

In Analogie zur Gruppentheorie werden Frweiterungen schiefaffiner Rdume eingefiihrt. Ein
Gruppenfaserraum GF(G) iiber einer Gruppe G ist eine Erweiterung einer Geraden beziiglich
des speziellen Gruppenraumes F(G) iiber der Gruppe G. Im folgenden werden Raume gekenn-
zeichnet, die Verallgemeinerungen von Gruppenfaserrdumen sind. Im ersten Abschnitt werden
Faserrdume tiber beliebigen schiefaffinen Rdumen eingefiihrt. Sie sind Erweiterungen einer Ge-
raden beziiglich beliebiger schiefaffiner Rdume. Ist X zyklisch, abelsch, nilpotent oder auflésbar,
so hat ein Faserraum iiber X auch diese Eigenschaft. Die Umkehrung dieser Aussage gilt eben-
falls. Insbesondere ist ein Faserraum iiber einem nilpotenten Raum nilpotent. Also existieren
nilpotente Riume, die keine speziellen Gruppenrdume sind.

Im zweiten Abschnitt wird das spezielle Produkt zweier schiefaffiner Rdume eingefiihrt. Das
spezielle Produkt von X und Y ist eine Erweiterung von Y beziiglich X. Sind X und Y abelsch,
nilpotent oder auflésbar, so hat das spezielle Produkt von X und Y auch diese Eigenschaft. Die
Umkehrung dieser Aussage gilt ebenfalls.

Definition 5.0.1 Esseien X,Y und Z schiefaffine Rdume. Ist X ein Normalteiler von Z und
der Faktorraum Z/ x isomorph zu Y, dann heifit Z eine Erweiterung von X beziiglich Y.

Beispiel: Es sei GF(G) ein Gruppenfaserraum iiber einer Gruppe G und N eine Gerade von
GF(G). Dann ist gem#f den Beispielen in Abschnitt 1.3 und Abschnitt 1.4 der Raum GF(G)
eine Erweiterung von N beziiglich des speziellen Gruppenraumes F'(G) tiber der Gruppe G.
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5.1 Faserrdume iiber beliebigen schiefaffinen Ridumen

Definition 5.1.1  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und fiir € X sei E, eine Menge
mit my 1= |Eg| > 3. Weiter sei

F(X):= | J {2} xE,

reX
Der Parallelismus ()" werde wie folgt definiert:
(F(X))? — DU{d} =D
o' (x,y) fallsdz,y € X und e, € E, und e, € £, mit
] @) e o= (z,e0) Ny = (y,ey) Na' F

d sonst

(F(X), (), D) heiit Faserraum iiber X. Fiir z € X heifit {z}x E, Faser iiber z und |E,| Linge
der Faser.

Bemerkung: Im Faserraum (F(X),()’,D’) mit D’ = DU{d'} ist die Eckenrichtung von X die
Faserrichtung von F(X), d.h. die Richtung, die zwei verschiedene Punkte einer Faser von F'(X)
verbindet. Die hinzugefiigte Richtung d’ ist die Eckenrichtung von F'(X).

Es sei 2’ ein Punkt der Faser {z}xFE,, etwa 2’ = (z, ;). Im folgenden wird fiir 2’ die Schreibweise
(z,-) benutzt, sofern sie hinreichend informativ ist. Offensichtlich kann man Punkte einer Faser
in dieser Darstellung nicht unterscheiden.

Satz 5.1.2  Es sei (X, (), D) ein schiefaffiner Raum und (F(X),()’, D) ein Faserraum iiber
X. Dann ist F(X) schiefaffin.

Beweis:
F(X) erfiillt Bedingung (1.1):
Fiir 2/,y/, 2" € F(X) mit (2/,2") = (¢, 2')’ gilt:

<.’E/,JZ'/>I — dl — <y/7 Z/>I = y/ = 5
F(X) ist transitiv:
Es ist zu zeigen, daf fiir alle 2/, ¢/, 2’ € F(X) ein w’' € F(X) existiert mit (z/,y') = (z/,w’)’. Es
sei @’ = (z,e;), ¥ = (y,ey) und 2’ = (2,e,). Falls 2’ = ¢/ ist, so setze w' := 2’. Nach Definition
gilt dann

<:B/,y/>/ — <:L‘/,.:L'/>/ — d/ — <Z/7Z/>, — <Z,7w/>,

Ist 2/ # 4/, soist (2/,y/) = (x,y). Da X transitiv ist, existiert zu z,y,2z € X ein w € X mit

(x,y) = (z,w). Nach Voraussetzung ist jede Faser des Faserraumes mindestens dreielementig,
daher existiert ein w’ € {w} x By, \{z'}, und es gilt:

<Z/vw,>/ = <Zaw> = <$l7y,>/

F(X) erfiillt die Tamaschke-Bedingung:
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Es selen 2/, ¢/, 2/, v/,v" € F(X) mit (z/,y') = (¢/,0')". Dann ist zu zeigen:

Juw' € F(X): (2,2)Y =@ w') und (/,2/) = @ ')

(i) Iz e X: 2y, 2 e{z}xE,
Ist 2/ & {2/, y'}, soist (', 2') = (¥, 2') = (x,x). Fiir die Faser {u}xE, mit v',v" € {u}xE,
gilt, dafl m, > 3 ist. Daher gilt:
Juw' € {uyxEJ\{u, 0"} (W v = @ W' = (u,u) = (z,x)

Ist 2/ =2/, so ist Simg(2/, ¢/, 2’54/, v") mit w’ := o' erfiilt.
Ist 2/ =4/, so ist Simy(2’,y/, 2’50/, v’) mit w' := v erfiillt.

(i) Jz e X: 2y e{a}xE, N FzeX\{z}: Ze{z}xE,
Dann existiert ein v € X mit v/,v" € {u}x E,. Es ist (2/,2') € D'\{d'} und (¢/,2') €
D'\{d'}. Also unterscheiden sich 2’ und 2’, beziehungsweise ¥’ und 2’ in der ersten Kom-
ponente, und es gilt

wd () = (@), (2,)) = (@,2) =d

Da F(X) transitiv ist, existiert ein w’ € F(X) mit (v, ') = d. Zu w' existiert ein w € X
mit w’ € {w} x E,,. Dann gilt aber auch, daf} (v/,w’)’ = d ist, denn

<U/vw/>/ = ((u,), (w, )>/ = <u/7w/>, =d.
Damit ist Simg(2/,y/, 2/;u/,v") mit w’ € F(X) erfiillt.

(iii) 3o,y € X mit  # y und 2’ € {a} xE; und ¢ € {y} x E,.
Es folgt eine weitere Fallunterscheidung:
(a) 2 e{x}xE,
(b) 2 e{y}xE,
(¢) 2 e{2}xE, und z & {x,y}

zu (a) Nach Voraussetzung existieren u,v € X mit u # v und v’ € {u} x E,, v’ € {v} x E,,
und es ist (u/,v') = (u,v) = (z,y) = (2',y). Ist 2/ = 2’ so folgt mit w' := ' die
gewiinschte SchlieBungsaussage. Ist 2’ # 2/, so ist (2/,2) = (x,z) und

Vuw' € {{u}x BE,)\{u'} 2 (W) = (z,2) A @) = (W'Y
Es ist (¢, 2") = (y,x) und daher (v/,w') = (v,u) = (y,z) = ¥/, 2')".

zu (b) Analog zu (a).

zu (¢) Esliegen (o', '), {2/, 2"}, (y/,2') in D = D"\{d'}. Daher existieren u,v € X mit u # v
und
(@, y) = (z,y) = (u,v) = (', ')’
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Nach Simg(z,y, z; u,v) existiert ein w € X mit

(,2) = (w,w) N (y,2) = (v,w)
Damit gilt aber fiir alle w’ € {w} x E, :
<:E/,Z/>, — <u/7 w/>/ /\ <y/’z/>/ — <U/,w,>/
Daher gilt Simo (2, ¢/, 2/;u/,v") mit v’ € {w} x E,. 0
In einem Faserraum iiber einem schiefaffinen Raum konnen die Fasern beliebig und insbeson-
dere unterschiedlich lang sein. Ein Raum Y {iber X 148t sich entsprechend konstruieren, wenn
alle Mengen F, fiir x € X einelementig oder alle zweielementig sind. Auch diese Rdume sind

schiefaffin und werden Faserrdume iiber X genannt. Sind alle Mengen F, einelementig, so ist
der damit konstruierte Faserraum iiber X isomorph zu X.

Fin Gruppenfaserraum {iiber einer Gruppe G ist offensichtlich isomorph zu einem Faserraum
iiber einem speziellen Gruppenraum F(G).

Satz 5.1.3  Jede Faser eines Faserraumes F'(X) iiber X ist ein Normalteiler von F(X) und
eine Gerade.
Beweis: Es sei € X und {z} x E, die Faser iiber z. Dann gilt:

Va'y € {z}xE, mit ' £y : (2, y) = (x,z)

und
Vo' e {z}xE, V2 e F(X)\{{x}xE,}: (2/,2)) # (z,7)

Also folgt insbesondere, daf} jede Faser ein Teilraum von F(X) ist.
Fiir alle 2/, € {z} x B, mit 2’ # ¢/ gilt:

'Oy ={a"} U{e' € {a} x Ey| (/) = d' = (2, 2)} U {(z,2)}

={ u{e e {a} x| (7)) = (w,2) = (v, )} U {(z,2)} = 'O

Daher ist jeder Punkt Aufpunkt und somit jede Faser eine Gerade in F'(X). Desweiteren gilt fiir
alle /.y € {z} xE, und alle 2’ € F(X)\{{z} xE,}:

Vu' e {Z[[{{z}x E:}} (2 2) = (' w')
Da jede Faser mindestens einen Punkt enthilt, gilt insbesondere:

Ju' e {I{{z} x B3} (@) = (0

Somit ist jede Faser auch ein Normalteiler in F'(X). 0
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Satz 5.1.4  Es sei F(X) ein beliebiger Faserraum iiber X und F' sei eine Faser von F(X).
Dann gilt:

Beweis: Zu einer Faser F' von F'(X) gehort immer ein eindeutig bestimmtes z € X mit F' =
{z}xE,. Ziel ist es zu zeigen, daf} die dadurch induzierte Abbildung der gesuchte Isomorphismus

ist. Es sei also
F(X )/F X

{Z|F} — =z mit 2/'=(z,)
 ist ein Morphismus:

Es seien {«/|[F}, {/||F}, {s'| F} und {/||F} aus £ X )/F mit

{uIF} ' IFD" = S IFY I F”

Nach Definition von F(X) existieren u,v,s,t € X mit v’ = (u,-), v' = (v,-), s = (s,) und
t' = (t,-). Es gilt:

({17}, e({V' 1) = (u,0) und - (o({s'[[F}), o({t'|F'})) = (s,1)

Auflerdem ist (o) . ¢ (v]1F}
! ! " u,v ir o V|| F
<{u HF}7{U HF}> = { {d/7 <u7u>} fir o € {UIHF}

Entsprechendes gilt fiir ({s'||F'}, {t'||F'})”. Aufgrund der Voraussetzungen sind nun auch offen-
sichtlich die Richtungen der Bildpunkte gleich.

© ist injektiv:
Es seien {#/||F}, {u/|F} € F(X >/F mit {2/ F} # {«'|F}. Nach Definition von F(X) existieren

z,u € X mit 2/ = (z,-), v’ = (u,-) und z # u. Damit ist

p({IF}) = 2 # u=o({|F})

p ist surjektiv:
Zu z € X gehort die Faser {2} x E, und fiir alle 2’ € {2} X E, ist o({'||F'}) = z.

¢~ ! ist ein Morphismus:
Es seien u, v, s,t € X mit (u,v) = (s,t).
1.Fall: w # v. Dann gilt:

(o™ (), 97 (v)) = ({u} X By, {0} x Ey)" = (u,)

und
(e ()7 H (1) = ({5} x B, {th x B)" = (s,1)
Fiir € X ist o~ !(2) = {z} x E, = {2/||F} fiir alle 2’ € {z} x E,. Damit folgt die Behauptung.
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2.Fall: v = v. Dann ist auch s = ¢, und es gilt:

(o™ (W), 07" (v) = ({u} x By, {v} x Bo) = {(u, u),d'}

und
(™ (s), 97 (1) = ({s} x Bs, {t} x Ex) = {(s,5),d'}
Da X schiefaffin ist, folgt die Behauptung. O

Aus Satz 5.1.3 und Satz 5.1.4 folgt

Folgerung 5.1.5 Essei Y ein Faserraum iiber X und N eine Gerade von X. Dann ist Y eine
Erweiterung von N beziiglich Y .

Satz 5.1.6  Es sei FI(X) ein beliebiger Faserraum iiber X und T ein Teilraum von X. Dann
gilt:

(i) T" := Upep{{t} x B} ist ein Teilraum von F(X). Ist T normal in X, so ist T" ein Normal-
teiler von F(X).

(ii) Zu jedem t € T sei t' € {{t} x E;} ein Punkt der Faser iiber t. Setze U := |J,cpt'. Dann

gilt:
(U’ 0 T’ DT)

. DT> ~ (T, 0

Beweis:

(i) T" < F(X):
Es seien &', ¢/, € T' und 2’ € F(X) mit (s, ¢} = (v, 2")".
Zunichst sei s’ # t'. Da s, t/, 7" in T" liegen, existieren s,t,r € T mit s’ = (s,-), ¢’ = (t,-),

r' = (r,-). Zu 2’ gibt es ein x € X mit 2’ = (x, ).

(a) (s',t)" € D\{(z, )}
Dann ist s # t und (s',t') = (s,t) = (r,z). Da s,t,r € T sind, ist aufgrund der
Teilraumeigenschaft von T auch z € T. Somit ist 2/ = (z,-) € {z} xE, C T’ und
daher 7" ein Teilraum von F(X).

(b) <S/7t/>l = (z,z).
Dann ist s = t und aus (s, t') = (z,z) = (', 2"} folgt dann, daB 2’ € {{r} x E,} C T’
ist. Also ist auch in diesem Fall 7" ein Teilraum von F(X).
Falls s = ¢ ist, folgt (s/,t) = d' = (1, 2’)’. Nach Definition ist dann ' =z’ € T".
Ist 7' normal in X, so ist 7" normal in F(X):
Es seien 2/, y' € T/, etwa 2/ = (x,¢ez), ¥ = (y,ey) und 2’ € F(X), etwa 2’ = (z,¢€,).
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(a) z=1y:
Dann sind 2/,y" € {a} x E;. Da {z} x E; normal in F(X) ist, existiert ein w’ €
{Z|{x} x Ex} mit (2, 2") = (y/,w')’, und es ist w' € {Z/||T"}.
(b) = #y:
Dann existiert ein w € {z||T}, so daB (x, z) = (y,w) ist. Es sei p’ € {w} x E,,. Dann
folgt:
(@,2) = (z,2) = {y,w) = ()
und es ist p’ € {{w}xE,} < {Z'||T"}.

(ii) U ist isomorph zu 7', denn verschiedene Punkte aus U unterscheiden sich immer in der
ersten Komponente. Das hat zur Folge, dafl die zugehorige Richtung iiber die ersten Kom-
ponenten bestimmt wird, die wiederum Punkte aus 7" sind.

OdJ

Satz 5.1.7  Essei (X, (), D) ein zyklischer schiefaffiner Raum. Dann ist jeder Faserraum F(X)
iiber X zyklisch.

Beweis: Da X zyklisch ist, existieren z,y € X mit [z,y] = X.

1.Fall: z = y.

Dann ist X = {z} und F(X) = {2} x E,. Da F(X) in diesem Fall mit einer Geraden iiberein-
stimmt, erzeugen je zwei verschiedene Punkte von F(X) den Raum F(X).

2.Fall: x # y.
Fiir d := (z,y) ist dann E,(d U d®d) = X. Also existiert fiir alle z € X ein {d, d®d}-Pfad von =
nach z, etwa

(xoy ...y Ty) mit g = z und =, = 2z

Es seien 2’/ € {z} x E, und ' € {y} x E,. Ziel ist es, zu zeigen, daB [2’,y'] = F(X) ist. Zunéchst
ist («/,y"Y = (z,y) = d. Es sei nun 2’ € F(X)\{z,y}. Dann gibt es ein z € X und ein e, € E,
mit 2’ = (z,e.).

(i) z#x
Nach Voraussetzung ist (zg,...,z,,) ein {d, dad}—Pfad von z nach z. Firi=1,...,m—1
sei 2 € {x;} X B3, und () := 2’ und 2, := 2/. Dann ist fir i = 0,...,m — 1

(@i, 2i41) = (@i, 2041) € {d, d?}
Das bedeutet (2, ..., .,) ist ein {d,d®1}-Pfad von 2’ nach 2’ in F(X).

(i) z==x
Dann liegen 2/, 2" in {z} x E,,, und es gilt:

@) = (ey) =d wd () = (y.2) =™
Daher ist (2/,y/,2') ein {d, d®1}-Pfad von 2’ nach 2/ in F(X).
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Insgesamt ist also jeder Punkt aus F'(X) iiber einen {d, dad}—Pfad von x’ aus zu erreichen. Daher
erzeugen z’ und y’ den Faserraum F(X). 0

Satz 5.1.8  Es sei X ein abelscher schiefaffiner Raum. Dann ist jeder Faserraum F(X) iiber
X abelsch.

Beweis: Nach Bemerkung 2.1.2 geniigt es, paarweise verschiedene Punkte zu betrachten. Es
seien also 2’ = (z,¢ez), ¥ = (y,ey), 2’ = (2,€.) € F(X) paarweise verschieden.

1. Die Fasern, in denen z’/, ¥/ und 2’ liegen, sind paarweise verschieden.

Dann sind z,y, z paarweise verschieden und mit Pgm(x, y, z) folgt:
JweX: (z,y)=(zw) A (z,2)=(yw)

Nach Definition der Richtungen im Faserraum F'(X) ergibt sich dann fiir alle w’ € {w}xE,,,
etwa w' = (w, ey):

(@) = (@) = (z,w) = ')’ und (2, 2) = (2,2) = (y,w) = (y, )’
Also ist Pgm(a/,y/, 2’) erfiillt.
2. {x}xE, ={y} xEy und {2} x E, # {z} X E,.

Dann gilt (2/,y') = (x,x). Nach Definition des Faserraumes erhélt man:
Vw € {z}xE,: (W) =(x,z) N @, ) =&
Also ist Pgm(2/,y/, 2') mit w’ € {z} x E,\{2'} erfiillt.
3. Stimmen alle drei Fasern iiberein, so ist 2/, v/, 2’ € {z} x E, und
(@, y) = (2, 2) = (z,2)

Daher folgt:
Vw € {z}xE\{y/,2'}: ' erfiillt Pgm(a’,y/, 2").

4. Alle iibrigen Konstellationen kénnen analog zum 2.Fall gezeigt werden.

O
Satz 5.1.9  Ist X nilpotent, so auch jeder Faserraum F(X) iiber X.
Beweis: Da X nilpotent ist, besitzt X eine abbrechende Kommutatorreihe, etwa:
X:N1>...>Nk:{a} (51)

mit ¢ € X, N; normal in X fiir i =1,...,%k und

1C; € D(N“X) O — Ka(NZ',X) < Nit1
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fir i =1,...,k— 1.

Ziel ist die Konstruktion einer Kommutatorreihe von F'(X) und aus der Kommutatorreihe (5.1)
von X. Nach Satz 5.1.6 und Satz 5.1.4 existiert zu N; € 7(X) ein N} € T(F(X)):

Z/{a}an =N

Es ist N} := U, e, {2} x By ein solcher Teilraum. Fiir die Richtungsmenge Dy von N gilt:
Dyi = Dy, U{d'}

Dabei ist d’ € D’ die Richtung, die einen Punkt mit sich selbst, und (x,x) die Richtung, die je
zwei verschiedene Punkte einer Faser verbindet. Es wird nun gezeigt:

F(X)=N{>...>N;_; >N, ={a}xE, >N, = {(a,eq)}

ist eine Kommutatorreihe von F'(X) fir alle e, € E,.

Nach Satz 5.1.6 ist N/ normal in F(X) fiiri =1,...,k. Nl/c+1 ist als Punkt ein trivialer Teilraum
von F(X) und daher insbesondere ein Normalteiler von F'(X).

Es bleibt also zu zeigen, da8 fiir alle j € {1,...,k} ein C} € D(N}, F(X)) existiert mit

CJ/ _K(a,ea)(N]/"F(X)) < N;’—&—l

Es sei zuniichst (2/,¢/,2') € (N x F(X))*. Dann ist («/,y/) € N]{(Q) und 2 € F(X) mit 2/ ¢
{2/,y'} und (2,1, 2') ist eine offene Parallelogrammkonfiguration. Daher existiert kein w’ €
F(X) mit

@) = () A = Y
Die Punkte 2/,/, 2 liegen auf Fasern von F(X), etwa 2’ = (x,¢e;),y' = (y,¢y) und 2’ = (2, e).
Annahme: Pgm(z,y, z) ist erfiillt.

Dann ist auch Pgm(2’,y/, 2’) erfiillt, denn es exisiert ein w € X mit (z, 2) = (y,w) und (z,y) =
(z,w). Dann gilt fiir alle w’ € {w}x E,\{7'}:

und (@, 2" = (z,2) = (y,w) = (Y, w)

Nach Voraussetzung kann dieser Fall also nicht eintreten.
Annahme: z = y oder y = z oder z = z.

Dann liegen 2/,y" oder ¢/, 2" oder 2/, 2" auf einer Faser und Pgm(z/,v/,2") wire erfiillt. Dies
widerspricht ebenfalls der Voraussetzung.

Dabher liegt also folgender Fall vor: (z,y, z) € (N, ]2><X )*. Nach Voraussetzung existiert ¢ € \IJ}‘Vﬁ X!
P(x,y,2) € C; und Cj — Kq(Nj, X) < Njq

Also existieren u € (yO(x, 2))\{y, (z, 2) } und v € (20(z, y))\{z, (z,y)} mit
(u,0) € C\{{z,2)} oder (v,u) € C;\{{,)}
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Ohne Beschrénkung der Allgemeinheit sei (u,v) € C;\{(z,z)}. Es wird im folgenden gezeigt:
Die Richtung (u,v) € C;\{(x,z)} schlieBt ebenfalls die Konfiguration zu z’,y’, 2’ in F(X).

Es seien v’ € {u} x E,, und v' € {v} x E,. Dann gilt:

!/

<y,aul>/ = <y7u> = <$,Z> = <.’B/,Z/>

und es ist v’ # ¢/, da y # u. Also gilt:
u' € (y' o, ) )\, @2

Entsprechend ist o' € (2'0(z’, y')")\{7/, («, y')’'}. Nach Voraussetzung ist v # v und
daher auch v’ # v’, und es folgt:

(W', v") = (u,v) € Cj

Erfiillen 2/, 1/, 2’ die PGM-Aussage, so schliefit d’ die Konfiguration.
Setze nun Cj := {d'} U C;\{(z,z)}. Dann ist C’} € D(Nj, F'(X)) und

C) = Kae)(Nj, F(X)) = Efge,)(CjUCPY) = Kj < F(X)

Es bleibt zu zeigen, daf K7 ein Teilraum von N7, ist. Nach Definition des Faserraumes gilt fiir
ie{l,...,k—1}:

o= atxE > U {z}xE, = K|
zEN; leeci_Ka(vaX)

Fiir j = k ist C}, = {d’} und daher K} = {(a,eq)} = Ni41. Insgesamt folgt damit die Behaup-
tung. O

Satz 5.1.10  Essei X ein auflésbarer Raum, dann ist jeder Faserraum F(X) iiber X auflésbar.

Beweis: Nach Satz 5.1.3 ist jede Faser von F'(X) ein abelscher Normalteiler von F(X), also
insbesondere auflosbar. Es sei © € X und {z} x E, eine Faser von F(X). Nach Satz 5.1.4 ist

F<X>/{a:} ¥B, = X

Daher ist ein solcher Faktorraum ebenfalls auflosbar. Nach Satz 4.2.3 ist dann auch F(X)
auflésbar.
|

Satz 5.1.11  Ist ein Faserraum iiber X zyklisch, abelsch, nilpotent oder auflésbar, so ist auch
X zyklisch, abelsch, nilpotent oder auflosbar.

Beweis: Es sei X zyklisch, abelsch, nilpotent oder auflésbar. Wird ein Faserraum iiber X durch
eine Faser geteilt, so ist nach Satz 5.1.4 der resultierende Faktorraum isomorph zu X. Nach Satz
5.1.3 ist jede Faser Normalteiler des Faserraumes und daher ist der Faktorraum nach Satz 4.3.4,
Satz 2.1.4, Satz 4.1.4 oder Satz 4.2.4 ebenfalls zyklisch, abelsch, nilpotent oder auflésbar. o
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5.2 Das spezielle Produkt

Definition 5.2.1  Es seien (X, (), D,) und (Y, (), D) schiefaffine Raume mit D, N D, =
Setze Z := X xY und D := {D,\{(z,z)}} U D, und

72 — D
falls =1 = 29

VI (@), (@) - {Eii’,ﬁéi falls a1 # o9

Dann heift (Z, (), D) das spezielle Produkt von X und Y und wird mit X ® Y bezeichnet.

Fir z € X setze Y, := {z}xY, dann ist Z = |J,cx{x} xY. Y, heiBt Kopie von Y beziiglich
x € X. Fiir alle z € X ist offenbar (Y, )y, Dy) isomorph zu (Y, (),, Dy). Ein Isomorphismus ist

etwa
{ Y. — Y
T @y — oy

Im folgenden wird begriindet, warum X ® Y als ein Produkt bezeichnet werden kann. Dazu
werden die Begriffe direktes Produkt [10] und Vergroberung [5] eingefithrt. Es wird gezeigt, dafl
das spezielle Produkt zweier schiefaffiner Rdume eine Vergroberung ihres direkten Produktes ist
(vgl. Satz 5.2.5).

Definition 5.2.2  (vgl. [5] Kap. 5)

Es seien (X, (), D) und (Y, ()’, E) nichtkommutative Rdume. Ein Morphismus m von X nach Y
heit Vergroberung, falls X =Y und m|y = id. In diesem Fall heiit auch X Vergréberung von
Y.

Eine Vergroberung m definiert auf D eine Aquivalenzrelation . Fiir d,d’ € D sei
drd = m(d) =m(d)

Umgekehrt induziert jede Aquivalenzrelation s auf D eine Vergroberung von X.

Definition 5.2.3  (vgl. [12], 3.9 oder [10], 5.23)
Es seien (X, ()2, D) und (Y, ()y, D) schiefaffine Réume, Z := X xY D := D, x D, und

. 72 — D
v { (@9, (@ 9)) = (@2 (4,9

Dann heifit (X xY, (), D) das direkte Produkt von X und Y; es wird mit X ® Y bezeichnet.

Satz 5.2.4  Das direkte Produkt zweier schiefaffiner Rdume ist schiefaffin.
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Beweis: Es sei X ® Y das direkte Produkt von X und Y mit den Bezeichnungen wie oben.
X ®Y erfiillt die Bedingung (1.1):
Es seien (21,91), (22, y2), (z3,93) € X @Y mit ((z1,y1), (21,41)) = ((¥2,92), (23, y3)). Dann gilt:

((z1,91), (z1,91)) = ((71, T1) 2, <yl7yl>y) = ((z2,73) 2, <y2793>y) = ((2,y2), (73, ¥3))

Da X und Y schiefaffine Rdume sind, folgt die Behauptung.

X ®Y ist transitiv:

Es sei (z;,y;) € X xY fiir i = 1,2,3. Da X und Y transitiv sind, existieren z4 € X und y4 € Y
mit (21, T2)y = (23, T4)z und (Y1, Y2)y = (Y3,Y4)y. Damit folgt

((@1,91), (T2, 92)) = (23, Y3), (T4, 1))

X ®Y erfiillt die Tamaschke-Bedingung;:
Es seien (z,y), (z/,¢), (2”,4y"), (u,v), (v/,v") € X XY mit

<(.11,y), (‘Tlay/» = <(u7v)7 (ulvvl»
Es gilt dann:
<(.CC, y)? (x/7y/)> = (<:L’,JZ/>, <y7y/>) - (<u7 U’I)? <U, vl>)
Daher ist
(z,2') = (u,u) und (y,y') = (v,v')

In X und Y ist jeweils die Tamaschke-Bedingung erfiillt, also existieren u” € X und v” € Y mit

(x,2") = (u,u") und (2/,2") = (', u")

und
(,y") = (v,0") und (") = (v,0")
Also ist
((z,9), (" ")) = ((u,v), (W",2"))
und
(@, y), @ y")) = (', 0), (", 0"))
Dabher ist auch Sima((x,y), (2, ), (2", y"); (u,v), (v/,0")) erfiillt. O

Bemerkung: Nach [10], 5.23 sind die zu X und Y isomorphen Teilriume des direkten Produktes
von X ®Y Normalteiler. Ebenso offensichtlich ist, daf§ die damit gebildeten Faktorrdume zu Satz
5.1.4 analoge Bedingungen erfiillen. Daher ist das direkte Produkt von X und Y eine Erweiterung
von Y beziiglich X und auch eine Erweiterung von X beziiglich Y.

Satz 5.2.5 Esseien X und Y schiefaffine Rdume. Dann ist das spezielle Produkt Z := XQY
eine Vergréberung des direkten Produkts 7' := X ® Y von X und Y.
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Beweis: Offenbar stimmen die Punktmengen von Z’ und Z iiberein. Die identische Abbildung
von Z' nach Z ist ein Morphismus, denn fiir 2} = (z;,1;) € X @ Y mit ¢ = 1,2,3,4 und
<Zi7zé>z’ = <Zé7zz/1>z’ gilt

<Z/1a Zé>z’ = (<$17 $2>a <y1a y2>) = (<$3a 'T4>a <y37 y4>) = <Zi,’>7 24,1>Z’

Also ist (x1,z2) = (x3,z4) und (y1,y2) = (y3,ys). Daher ist, falls x; # x5, auch z3 # x4 und
falls 1 = x5 auch z3 = z4. Es gilt nun

T | (z1,20)y flirzy # a9
(21, 29)2 = ((x1,91), (T2, 92)) > = { (yl,y2>y sonst

und

ron | (x3,z4) fiirag # a4
<Z37z4>2 — <(x37y3)7 (x4ay4)>z = { <y3’y4> sonst

Daher ist auch (21, 25), = (24, 2}) .. O

Eine Vergroberung eines schiefaffinen Raumes ist im allgemeinen nicht schiefaffin, vgl. [5]. Es
gilt jedoch:

Satz 5.2.6  Es seien (X, ()g, Dy) und (Y, ()y, Dy) schiefaffine Rdume. Dann ist das spezielle
Produkt X ®Y ein schiefaffiner Raum.

Beweis:
XY erfiillt Bedingung (1.1):

Es seien (x1,11), (2,y2), (z3,y3) € XOZ mit ((z1,v1), (x1,71)) = ((x2,92), (x3,y3)). Dann gilt:

(z1,91), (21,91)) = (W1, y1)y = (22, 92), (23,93))

Nach Definition von () ist daher x5 = x3. Weil (), die Bedingung (1.1) erfiillt, ist y2 = ys.
X @Y ist transitiv:
Es selen 21,25, 24 € Z, etwa z, = (z;,y;) fiir ¢ = 1,2,3. Dann ist
fir z1 # a9
2 2 :{ (z1,72) !
(21,22 (y1,92) fiir 1 = a2
Es ist zu zeigen:
34 €7 (o) = (ah, o)
Nun sind die Félle x1 # x2 und x1 = x5 zu unterscheiden.
x1 #x2: Dannist (2], 2) = (z1,22)5. Zu 21,22, 23 € X existiert ein x4 € X mit
(1, x2)5 = (x3,24),. Fiir alle 2j € {z4} xY folgt die Behauptung.
x1 =2 : Dannist y; # yo und (21, 25) = (y1,y2)y. Da Y transitiv ist, existiert ein y4 € Y mit
(Y1,y2)y = (y3,ya). Fiir (x3,y4) € {x3} xY folgt die Behauptung.
X Q@Y erfiillt die Tamaschke-Bedingung:

Es selen 2}, 2, 25, 2}, 2L € Z mit (2], 24) = (2}, 2L). So miissen die folgenden Fille unterschieden
werden:
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(i)

(i)

(iii)

(iv)

Jz € X mit 21,25, 25, 2}, 25 € Yy. Da Y, schiefaffin ist, ist in diesem Fall nichts weiter zu
zeigen.

J(z,y) € XP o 2,20, 25 € Vound 2), 24 €Y.
L.Fall: 2{,..., 2 sind paarweise verschieden.
Y. — Yy

(,0) = (y,a)
Es sel 2} = (x,2;) fiir ¢ = 1,2,3 und z, = (y, 2;) fiir ¢ = 4,5. Dann gilt:

Y, und Y, sind isomorph. Ein Isomorphismus ist etwa ¢ : {

(0(21),0(22)) = (21,22) A (0(21),90(23)) = (21,23) A (@(23),0(23)) = (22, 23)
In Y, ist Sima(p(2]), @(25), p(24); 2}, z5) erfiillt, da Y, isomorph zu Y ist. Insgesamt gilt
nun auch Simg(2], 25, 25; 2, 2L).
2.Fall: 2] = 2}. Dann ist 2 = zf.

Ist zusitzlich 2§ = 21, so setze 2’ := 2. Da Y transitiv ist, folgt

(21, 23) = (Y1, y1)y = (Y4, ya)y = (24, %))
und entsprechend
<Zév Zé) = <ZZ"'>7 Z/>

Ist 25 # 21, so ist (2], 25) = (y1,¥3)y- Da Y transitiv ist, existiert ein yg € ¥ mit (y1,y3) =
(ya,y6). Fiir 2’ := (x4, y6) folgt die Behauptung.
3.Fall 2] = 2. Mit 2’ := 2] folgt die Behauptung.
4.Fall 2, = z5. Mit 2’ := 2{ folgt die Behauptung.
2,25 €Yy, 2), 2k € Yyund 25 € Y, mit z,y,u € X und = # u.
Dann ist (2], 24) = (z,u), und (2}, 24) = (z,u),. Da X transitiv ist, existiert ein v € X
mit (z,u); = (y,v),. Daher gilt fiir alle 2’ € Yy;:

<22L>z/> = <y7v>tc = <.’IJ,'LL>$ = <Zi7zg>
und

<Zévzl> = <y71}>9€ = <1"u>x = <Zé,2’é>
Also ist Simg (2], 25, 24; 2}, z5) erfiillt.
F(r,y) e X A eV, A e,
Dann existiert ein Tupel (u,v) € X®) : 2, €Y, A 2 € Y, mit (z,9), = (u,v),
Es gibt nun ein a € X mit 25 € Y, und folgende Félle konnen auftreten:
1Fal: a 22 AN a#vy

Offensichtlich gilt fiir x, y, a, u, v die Tamaschke-Bedingung in X . Das bedeutet, es existiert
ein b € X mit (x,a), = (u,b), und (y,a), = (v,b),. Dann gilt fiir alle 2’ € Yj:

<Z£L’Z/> = <u7 b>w = <Zi’zil’)> A <Zéa2,> = <Uvb>1 = <ZéaZé>

Also ist Simg(2], 29, 25; 2}, z5) erfiillt.
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2.Fall: a =z
Ist 2] # 24, so folgt die Behauptung mit den Schliissen aus (i7), 2.Fall.

3.Fall: a =1y
Analog zum 2.Fall von (iv).

Satz 5.2.7  Fiir das spezielle Produkt 7Z := X QY gilt:

(i) Jedes Y, ist Normalteiler von Z fiir alle x € X.

(ii) Der Faktorraum Z/ y., st isomorph zu X fiir jedes x € X.
x

Beweis:

(i)

Es sei x € X und d/,V € Y,, etwa @' = (z,a) und b’ = (z,b) mit a,b € Y. Desweiteren sei
d € Z, etwacd = (z,¢) mit z € X und ¢ € Y. Offenbar ist Y, ein Teilraum von Z. Gesucht
ist nun ein d’ € { || Y, } mit (', ) = (', d').

1.Fall  # z: Es sei d’ € Y, dann ist (¢, ) = (z,2), = (V. d')

2.Fall x = z: Dann ist (¢/,c’) = (a,c)y. Da Y transitiv ist, existiert ein d € Y mit
(a,c)y = (b,d)y,. Es sei d' := (x,d). Dann ist d’ € Y, und (t/,d') = (b, d),

Zux e X ist
| { Xov) . x
{ZIYa} = a mit {|Ya} =Y,
ein Isomorphismus:
¢ ist wohldefiniert, denn Z = J,c x Ya. Also existiert zu jedem {2'||Y,} € Z/ y, genau ein

a € X mit {2/|Y;} = Y,. Analog zu Satz 5.1.4 kann man die geforderten Eigenschaften
zeigen. O

Mit diesem Satz folgt direkt:

Folgerung 5.2.8  Es sei Z das spezielle Produkt von X und Y. Dann gilt: Z ist eine Erwei-
terung von Y beziiglich X.

Satz 5.2.9 Essei T ein Teilraum von X. Dann gilt:

(i)

T := T®Y, ist ein Teilraum von Z := X®Y . Ist T normal in X, so ist T' ein Normalteiler
von Z.
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(ii) Zu jedemt € T seit’' € Y; ein fester Punkt aus Y;. Setze S := |J,cpt'. Dann ist

(S’ O T’ DT)

o DT) ~ (T, s

Beweis:

(i) T" ist ein Teilraum von Z:
Es seien ¢/, ¢/, € T und 2/ € Z mit (s',¢') = (r',2’). Dann existieren s,t,r € T und
Ys, Yt, Yr € Y mit 8" = (s,ys),t' = (t,y;) und ' = (r,y,.). Zu 2’ € Z existiert ein z € X und
ein y, € Y mit 2/ = (z,y,).
(a) (s',t") € Dx\{{x,z)}. Dann ist (s',¢') = (s,t), = (r, 2),. Daher ist z € T und somit
2 el
(b) (s',t') € Dy. Dann ist (s, t') = (ys, y¢)y = (r’,2’). Nach Konstruktion ist dann aber
!/ /!
ZeY. T

T’ ist normal in Z, falls T normal in X ist:
Es seien ¢/, t' € T und 2’ € Z, etwa s’ = (s,ys), t' = (t,y:) und 2’ = (z,y,) mit s,t € T
und = € X.

/

(a) s =t: Dann liegen §', ¢’ in Y. Daher existiert ein w’ € {2/||Ys} mit (s, 2") = (¢, '),

und es ist w' € {2/||Y5} C {2/||T"}.

(b) s # t: Da T normal in X ist, existiert ein w € {z||T} mit (s,z); = (t,w),. Es sei
w' € Y,. Dann gilt
<SI7$/> = (s,2)z = (t,w)y = <t/’w/>

und w, S Yw C UaE{Z”T} Y, = {Z,HT/}
(ii) Analog zum Beweis von Satz 5.1.6 ii). O
Inwiefern sich Eigenschaften von X und Y auf das spezielle Produkt X ©®Y iibertragen, gibt

der folgende Satz an. Die Beweise lassen sich alle analog zu den entsprechenden Aussagen fiir
Faserrdume fithren.

Satz 5.2.10

i) X ist genau dann zyklisch, wenn X ®Y zyklisch ist.
ii) X und Y sind genau dann abelsch, wenn X ®Y abelsch ist.
iii) X und Y sind genau dann nilpotent, wenn X ®Y nilpotent ist.

iv) X und Y sind genau dann auflésbar, wenn X ©@Y auflosbar ist.
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Bemerkungen

(i) Das spezielle Produkt ist offenbar nicht kommutativ.

(ii) Falls X zweielementig ist und Y ein beliebiger schiefaffiner Raum ist, so ist das spezielle
Produkt von X und Y gleich 2Y, also eine Verdopplung von Y im Sinne von [5]. Andernfalls
ist X®@Y eine Vervielfachung vom Grad | X| von Y.

(iii) Es sei Y ein Faserraum iiber X und N eine Faser von Y. Sind alle Fasern von Y gleich
lang, so sind alle Fasern isomorph zueinander. Es gilt dann Y = X©®N.
Gibt es nichtisomorphe Fasern in Y, so ist Y kein spezielles Produkt von X und V.

(iv) Ein spezielles Produkt von X und Y ist ein Faserraum, wenn Y eine Gerade oder ein
Faserraum iiber einem weiteren schiefaffinen Raum ist.
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